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Con profundo agradecimiento y admiracion dedicamos este libro a aquellas y
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Presentacion

Es un placer presentarles este libro de Calculo I (calculo diferencial), que ha sido
cuidadosamente disefiado para acompanar a las y los estudiantes de bachillerato en
su fascinante travesia por el mundo de esa maravillosa forma matematica de pensar
denominada pensamiento matematico, que proporciona una base solida y
estimulante para el aprendizaje.

Asi, este libro es para utilizarse en la Unidad de Aprendizaje Curricular
(UAC) Célculo I del Recurso Sociocognitivo Pensamiento Matematico,
correspondiente al quinto cuatrimestre del componente fundamental y extendido
del plan de estudios (UAS, 2024) del Curriculo de la modalidad mixta opcidén mixta
del bachillerato de la Universidad Auténoma de Sinaloa 2024 que, de acuerdo con
el Marco Curricular Comun de la Educacion Media Superior (MCCEMS) establecido
por la Secretaria de Educacion Publica (SEP, 2023a), enfatiza el desarrollo del

pensamiento matematico.

El pensamiento matematico, segin el MCCEMS, se define como:

un Recurso Sociocognitivo que involucra diversas actividades cognitivas que
van desde la ejecucion de operaciones y el desarrollo de procedimientos y
algoritmos hasta abarcar procesos mentales abstractos, incluida la intuicidn,
que se dan cuando el sujeto participa del quehacer matematico al resolver
problemas, usar o crear modelos, elaborar tanto conjeturas como argumentos
y organizar, sustentar y comunicar sus ideas. (SEP, 2023c, p. 17)

La secuencia de este libro estd basada en progresiones de aprendizaje, cada
una disefiada para desarrollar sobre la anterior un pensamiento matematico; para el
caso particular de esta UAC, un pensamiento variacional.



En el sentido anterior, las progresiones de aprendizaje (PA) de la UAC
Célculo I desarrollan el pensamiento variacional para el logro de las metas de
aprendizaje en la siguiente secuencia:

e PA 1. Limites de funciones.

e PA 2. Limites infinitos y limites en el infinito.

e PA 3. Funciones continuas.

e PA 4. Derivadas de funciones algebraicas.

e PA 5. La derivada de funciones compuestas, implicitas y de orden superior.
e PA 6. Derivadas de funciones trigonométricas.

e PA7.Laderivada de la funciéon exponencial y logaritmica.

e DA 8. Andlisis y representacion grafica de funciones.

Bajo esta logica del proceso de desarrollo del pensamiento matematico, las
progresiones de aprendizaje estan estructuradas y secuenciadas, en el sentido de que
cada una es mas compleja que la anterior, de acuerdo al nivel de pensamiento
matematico que demande cada progresion. Cada una de ellas, se inicia con una
evaluacion diagndstica; luego, le siguen ejemplos, actividades y evaluacion
formativas disenadas atendiendo a las subcategorias de las categorias del
pensamiento matemadtico, mismas que orientan hacia el logro de las metas de
aprendizaje.

Ademas, en cada PA se consideran tres momentos claves de la evaluacion:
diagnostica, formativa (mientras se aprende) y final; haciendo énfasis en la
evaluacion formativa en funcién de la retroalimentacion, para que, durante el
proceso de realizar las actividades de aprendizaje, las y los docentes puedan
determinar el nivel de logro por los estudiantes, en particular, de las metas de
aprendizaje que contribuyen a los aprendizajes de trayectoria. Es decir, se utiliza la
evaluacion formativa como herramienta para comprender su progreso y ajustar, en
consecuencia, las estrategias activas.

También, durante el proceso de aprendizaje, en cada PA se lleva a cabo la
autoevaluacion (A), coevaluacion (C) y heteroevaluacion (H) de las metas a lograr;
para ello, se implementa como técnica principal de evaluacion, la observacion,
utilizando guias especificas para tal fin. Los resultados se reflejaran en la tabla que
aparece al inicio de cada progresion en correspondencia con el desempefio de cada
estudiante.

Por otra parte, se sugiere usar los cddigos QR (generados en parzibyte:
https://parzibyte.me/apps/generador-qr/), asi como la Inteligencia Artificial y las
aplicaciones de celular como aliados en este proceso de aprendizaje. En cuanto a las
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https://parzibyte.me/apps/generador-qr/

representaciones graficas que se incluyen, estas fueron hechas en Desmos y
GeoGebra, asi como las figuras en Word.

Finalmente, el desarrollar un pensamiento matematico no solo les abrira las
puertas en el aula, sino que también los acompanara a lo largo de sus vidas,
dotandoles de la capacidad de enfrentar cualquier desafio con ingenio y perspicacia.

jAdentrémonos juntos en el fascinante universo del pensamiento matematico!



Tabla de categorias, subcategorias, aprendizajes de

aprendizaje de Calculo I

trayectoria y metas de

Calculo I. Célculo diferencial

Categorias
C1 Procedural C2 Procesos de C3 Solucion de C4 Interaccion y
intuiciéon y problemas y lenguaje
razonamiento modelacion matematico
Subcategorias
S1 Elementos $1 Capacidad para | S1 Uso de modelos S1 Registro escrito,
aritmético- observary simbolico,
algebraicos conjeturar algebraico e
iconografico
S2 Elementos S2 Pensamiento S2 Construccion de S2 Negociacion de
geométricos intuitivo modelos significados
S3 Elementos S3 Pensamiento S3 Estrategias S3 Ambiente
variacionales formal heuristicas y matematico de
ejecucion de comunicacion
procedimientos no
rutinarios
Aprendizajes de Trayectoria
Valora la aplicacion | Adopta procesos | Modela y propone | Explica el
de procedimientos | de razonamiento | soluciones a | planteamiento  de
automaticos y | matematico tanto | problemas tanto | posibles soluciones
algoritmicos, asi | intuitivos ~ como | tedricos como de su | a problemas y la
como la | formales tales | entorno, empleando | descripcion de
interpretacion  de | como  observar, | lenguaje y técnicas | situaciones en el
sus resultados para | intuir, conjeturar y | matematicas. contexto que les dio
anticipar, encontrar | argumentar, para origen empleando
y validar soluciones | relacionar lenguaje
a problemas | informacién y matematico y lo
matematicos, de | obtener comunica a sus
areas del | conclusiones  de pares para analizar
conocimiento y de | problemas su pertinencia.
su vida personal. (matematicos, de
las ciencias
naturales,
experimentales y
tecnologia,
sociales,

humanidades y de
la vida cotidiana).

Metas de Aprendizaje




M1-C1 Ejecuta
calculos y
algoritmos para

resolver problemas
matematicos, de las
ciencias y de su
entorno.

M1-C2 Observa y
obtiene

informacion de
una situacién o
fendmeno para
establecer
estrategias 0
formas de
visualizacion que
ayuden a
entenderlo.

M1-C3 Selecciona un
modelo matematico

por la pertinencia de

sus  variables vy
relaciones para
explicar una

situacién, fendmeno o
resolver un problema
tanto tedrico como de
su contexto.

M1-C4 Describe
situaciones o
fenémenos
empleando

rigurosamente el
lenguaje
matematico y el
lenguaje natural.

M2-C1 Analiza los

resultados
obtenidos al aplicar
procedimientos
algoritmicos
propios del
pensamiento
matematico en la
resolucion de
problematicas
tedricas y de su
contexto.

M2-C2 Desarrolla
la percepcion y la
intuicion para
generar conjeturas
ante
que
explicacion 0
interpretacion.

situaciones
requieran

M2-C3 Construye un
modelo matematico,
identificando las
variables de interés,
con la finalidad de
explicar una situacion
y/o
resolver un problema
tanto tedrico como de
su entorno.

o fendmeno

M2-C4 Socializa con

sus pares sus
conjeturas,

descubrimientos o
procesos en la
solucion de un
problema tanto

tedrico como de su
entorno.

M3-C2 Compara
hechos, opiniones
o afirmaciones
para organizarlos
en formas logicas

utiles en la
solucion de
problemas y
explicacion de
situaciones y
fendémenos.

M3-C3 Aplica
procedimientos,
técnicas y lenguaje
matematico para la
solucion de
problemas  propios
del pensamiento
matematico, de areas
de conocimiento,
recursos
sociocognitivos,
recursos
socioemocionales y
de su entorno.

M3-C4 Organiza los

procedimientos
empleados en la
solucion de un

problema a través
de
formales

argumentos
para
someterlo a debate o
a evaluacion.

M4-C2 Argumenta
a favor o en contra

de  afirmaciones
acerca de
situaciones,

fenémenos o

M4-C3 Construye y
posibles
soluciones a
problemas de areas de
conocimiento,
recursos

plantea




problemas propios
de la matematica,
de las ciencias o de
su contexto.

sociocognitivos,
recursos
socioemocionales y
de su entorno,
empleando técnicas y
lenguaje matematico.




PA 1. Limites de funciones
Analiza el concepto de limite, evaluando su comportamiento a través de métodos
graficos, numéricos y analiticos para determinar el valor al que se aproxima una
funcién en un punto dado.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M1-C2 Observa y obtiene informaciéon de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

M1-C3 Selecciona un modelo matematico por la
pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar una situacion, fenémeno o resolver un
problema tanto tedrico como de su contexto.

N> @ 0 > 0 »

M1-C4 Describe situaciones o fendmenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematico y
el lenguaje natural.

T 0 »| T

Evaluacion diagndstica 1.1
Selecciona la opcion correcta en cada pregunta.

1. ¢Cuadl es el factor comun de los términos en el polinomio 6x? — 3x?
a) 3x b) 6x C) X d) 2x

2. ;Cual es la factorizacion del polinomio x* — 16?
a) (x — 4)? b) x(x — 16) Ox+4H)(x—4) d)(x+4)>

3. ¢Cual es el resultado de factorizar el polinomio x? — 4x — 127
a)(x+6)(x—2) Dbx—-2)(x—6) oxE+2)(x+6) d)(x—6)(x+2)

2 _
4. ;Cudl es el resultado de simplificar la fraccion 3;—+39?

a)x +3 b)x —3 c)x—9 d)x+9
5. ¢Cudl es el resultado de racionalizar el denominador de la fraccion 3—;?
a) 5 b) == c) 5Vx3 d) 5vx

6. ;Cuél es el valor de sen? 6 + cos? §?
a) sen (20) b) 1 c)0 d) tan ©
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7. (Cuél es el resultado de evaluar la expresion 2x? — 4x + 1 cuando x = —1?
a)7 b) 3 c)1 d) -1

El estudio de los limites de funciones es el punto de partida en el calculo diferencial,
ya que constituye la base tedrica sobre la cual se construyen conceptos clave como la
continuidad de una funcién y la derivada. En esta progresion de aprendizaje se
estudia el limite para comprender como se comporta una funciéon cuando sus valores
se acercan a un punto determinado, aunque la funcién no necesariamente esté
definida en ese punto.

El concepto de limite ha evolucionado a lo largo de los siglos. Desde los
antiguos griegos, que estudiaban las paradojas relacionadas con el infinito, hasta
matemadticos como Newton y Leibniz, que desarrollaron los fundamentos del
calculo en el siglo XVIL. Sin embargo, no fue hasta el siglo XIX cuando matematicos
como Cauchy y Weierstrass formalizaron la definicion de limite tal como la
conocemos hoy. Para los fines requeridos en el nivel bachillerato, es que aqui
introduciremos una definicion intuitiva de limite.

Por ejemplo, cuando vas conduciendo por una carretera y ves una sefial que
indica "Limite de velocidad: 80 km/h". ;Qué significa esto realmente? No es solo una
advertencia para no ir mds rdpido, sino que también nos da una idea de cdmo se
comporta el trafico en esa zona. Ahora, si hay una sefial de un tope, como se
comporta el trafico al acercarse a este, otro caso es en cuando hay un gran bache en
la carretera. De manera similar, en matematicas, el concepto de limite nos ayuda a
entender cémo se comporta una funcién cuando nos acercamos a un punto
especifico de la misma.

Funciones

Antes de presentar una definicion intuitiva del limite definamos el concepto
de funciéon matematica.

Definiciones de funcion

1. Una funcidn f de un conjunto A a un conjunto B es una relacién o regla de
correspondencia que a cada elemento x € A le asigna un tnico elemento
y=f(x) e B.

2. Una funcién es un conjunto de pares ordenados de nimeros (x, i) en el
que no existen dos o mas pares ordenados con el mismo valor de x y
diferentes valores de y.

3. Una funciodn es una relacion entre dos variables (x, y) de tal manera que a
x (la variable independiente), le corresponde uno y solo uno de los valores
de y (la variable dependiente).
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Cuando los conjuntos A y B son numéricos nos referimos a funciones
numéricas y estas se pueden clasificar en algebraicas y trascendentes.

B Polinomiales Ejemplos: f(x) = 5x, f(x) =3x* —x+5

Algebraicas o Racionales Ejemplos: f(x) = i,f (x) = xifl
Irracionales Ejemplos: f(x) = Vx,f(x) = Vx2 +3

Funciones -
Logaritmicas Ejemplos: f(x) = logyo x, f(x) = Inx

Trascendentes— Exponenciales ~ Ejemplos: f(x) = 2%, f(x) = e*

Para conocer el valor "f(x)" de una funcién f en un valor especifico de x, es
necesario asignarle un ntimero real a x para evaluarla, por ejemplo, f(x) = 6x — 5
para x =2, es f(2) =6(2) —5=12—-5=7. Al conjunto de estos valores de la
variable independiente x, para los que esta definida f (x) = 6x — 5 se le conoce como
dominio de la funcion (Dy), asi, Dy = R. Luego, cada numero real x en el que se
puede evaluar f estd relacionado con un tinico valor f(x), que se llama imagen de
x, es decir, la imagen para x = 2 es f(2) = 7. Al conjunto de estas imagenes de f(x)
se le conoce como rango (Ry), recorrido o conjunto imagen de la funcion.

El dominio de una funcion f es el mayor subconjunto del conjunto de nameros

reales para los que f(x) es un nimero real.

El rango de una funcion f es el subconjunto de niimeros reales que resulta de

evaluar f(x) para cada numero real de su dominio.

En términos de conjuntos, la definicion de dominio y rango de una funcion f,
se representan como en la siguiente figura:
Conjunto delos  Conjunto de los Por ejemplo:

numeros reales ndmeros reales . L.
— — e Para la funcién f(x) =x, el dominio y
_.// s\\ / / - \ rango son iguales al conjunto de los niimeros
reales.
| IDommIOf RangOf ‘ | e Para la funcién f(x) = x?, el dominio es
\\.._ S/ / ' \ _ / ) / igual al conjunto de los nimeros reales, pero
\\.._,__.// \,/ el rango es el subconjunto de los nimeros

Contradominio  reales no negativos.
e Para la funcion f(x) = vV, el dominio y rango son el subconjunto de los
numeros reales no negativos.
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De los ejemplos, tanto el dominio como el rango de una funciéon son
subconjuntos del conjunto de los nimeros reales. Ademas, el contradominio es igual
al conjunto de los numeros reales, por lo que el rango es un subconjunto del
contradominio. Se aclara que un conjunto es subconjunto de si mismo, por aquello
de que el dominio y/o el rango sean iguales al conjunto de los nimeros reales.

Limites

El concepto central en esta progresion, es el de "limite", que se utiliza para estudiar
el comportamiento de las funciones en un punto o en el infinito. Como antecedente,
para el estudio de los limites, del tema de funciones se necesitan los conceptos de
dominio y rango de una funcion, asi como, graficar y explorar su comportamiento.

En el tema de las funciones, para determinar el valor de la imagen f(x) solo se
necesita tener el valorx del dominio de la funcién. Pero, ;qué pasa si la
representacion grafica de la funcion tiene huecos o saltos? ;Qué pasa si la funcion
crece o decrece al infinito? ;Qué pasa si la funcidon no esta definida en un valor x en
particular? Para describir el comportamiento de las funciones y especialmente para
las que presentan este tipo de casos en determinados valores de x, es que se requiere
el concepto de limite

Para comprender la importancia del limite, a continuacion, se presentan tres
ejemplos en un contexto matematico, mediante los cuales se da un mayor sentido a
la nocién intuitiva de limite.

Ejemplo formativo 1.1
1. En la siguiente grafica de f(x) = — g + 1, si x se aproxima por la izquierda y por
la derechaa —2, ;a qué valor se aproxima f(x)?
Resolucion
Cuando x se aproxima a

Cuando x se aproximaa  Cuando x se aproxima a

-2 por la izquierda, f(x) -2, f(x) se aproxima a 2. -2 por la derecha, f(x) se
se aproxima a 2. aproxima a 2.
x f( 3 x f()
2.1 2.05 . ¥ -1.9 1.95
-2.01 2.005 4 -1.99 1.995
2.001 2.0005 T . 1-1.999 1.9995
-2.0001 2.00005 *_"‘I"‘_ L 3 _': -1.9999 1.99995
-2.00001 2.000005 = v -1.99999 1.999995
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Cuando x se aproxima a -2 tanto por la izquierda como por la derecha, el
valor al que se aproxima f(x) coincide con la imagen de la funcion f(-2) = 2. Es decir,
el limite de f(x) cuando x se aproxima a -2, es 2. Y se denota como

lim (—§+ 1) = 2.

xX—>=2

Ejemplo formativo 1.2

. g x¥—2x2—x+2 . . . .
1. En la siguiente grafica g(x) = — , si x se aproxima por la izquierda y

por la derecha a 2, ;a qué valor se aproxima g(x)?
Resolucion

Cuando x se aproximaa  Cuando x se aproximaa  Cuando x se aproxima a

2 por la izquierda, g(x) 2, g(x) se aproxima a-3. 2 por la derecha, g(x) se

se aproxima a 3. aproxima a —3.

x 9(0) S x 900
1.9 -2.61 / —— |21 -3.41
1.99 -2.9601 -1 N ¢ 3 2.01 -3.0401
1.999 | -2.996001 2.001 | -3.004001
1.9999 | -2.99960001 ) _% _ 2.0001 | -3.00040001
1.99999 | -2.9999600001 v 1 2.00001 | -3.0000400001

En la grafica anterior, se observa que g(2) no estd definida (tiene un hueco en
x = 2), sin embargo, cuando x se aproxima a 2 tanto por la izquierda como por la
derecha, g(x) se aproxima a —3. Es decir, el limite de g(x) cuando x se aproxima a

. x3-2x2-x+2
2, es =3. Se denota como lim (—) = —3.
x—2 x—2

Ejemplo formativo 1.3

y —(—x+1)°+1,x<1
1. En la funcién h(x) = { =27 +3 x>1’
por la derecha a 1, ja qué valor se aproxima h(x)?

Resolucion

si x se aproxima por la izquierda y

Cuando x se aproximaa  Cuando x se aproximaa Cuando x se aproxima a

1 por la izquierda, h(x) 1, h(x) no se aproxima a 1 por la derecha, h(x) se

se aproxima a 1. ningun valor. aproxima a 2.
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x h(x) 4 ' X h(x)
0.9 261 f+= 1.1 ~3.41
099 |-2.9601 . 1.01 | -3.0401
0.999 | -2.996001 ‘f ' . 1001 |-3.004001
0.9999 | —2.99960001 = 7 " 11.0001 |-3.00040001

En la grafica anterior, se observa que h(1) no esta definida y tiene un salto finito en
x = 1, ademas, cuando x se aproxima a 1 tanto por la izquierda como por la derecha,
h(x) no se aproxima a un mismo valor. Por lo tanto, el limite no existe.

Se presentaron tres ejemplos de funciones en las que x se aproxima a un valor
dado. De ellos, en los Ejemplos formativos 1.1 y 1.2 el limite existe y en el Ejemplo
formativo 1.3, el limite no existe.

En los tres ejemplos formativos anteriores, x puede aproximarse por la
izquierda y por la derecha a un valor dado c. Ahora, si f(c) estd definida como en el
Ejemplo formativo 1.1, f(x) se aproxima por la derecha y por la izquierda a
f(=2) = 2. Por otra parte, en el Ejemplo formativo 1.2, g(2) no esta definida, es
decir, la representacion grafica tiene un hueco en x = 2, sin embargo, g(x) se
aproxima tanto por la izquierda como por la derecha a —3. Por tltimo, en el caso de
que se tenga un salto finito como en el Ejemplo formativo 1.3, en esta situacion h(x)
no se aproxima al mismo valor al acercarse por la izquierda y por la derecha a
x =1

Es en los Ejemplos formativos 1.2 y 1.3 donde el limite toma relevancia para
estudiar la variacion de la funcion en puntos donde no esta definida o en los que no
se sabe con exactitud hacia que valor se aproxima. Con este antecedente, se tienen
las condiciones para establecer la nocion intuitiva de limite.

Nocion intuitiva de limite
Si f(x) se hace arbitrariamente proximo al namero L al tomar x suficientemente
cerca de ¢, pero diferente a este, tanto por la izquierda como por la derecha de c,
entonces el limite de f(x) cuando x se aproxima a c es L.

Su notacion es: }Cl_rg f(x)=1L

Se lee "f(x) se aproxima a L cuando x se aproxima a c"
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Calculo de limites por medio de métodos graficos y numéricos

Al calcular el limite de una funcion f(x) cuando x - c,

puede que este exista 0 no, mds aun, el limite puede

i

existir y la funcion no estar definida en ¢, como se J
muestra en la grafica de la derecha. Para explorar el ;.
comportamiento de una funcion en el limite, a T

continuacién, se hara mediante métodos graficos y
numeéricos, aplicando los limites laterales (aproximarse

9l

fx) -

)
¥ =fix)

/
/ \

por la izquierda y por la derecha). Se aclara que hay

=y

R e

casos en los que solo existe uno de los limites laterales, por ejemplo, si se trata del
limite de una funcién cuando x crece indefinidamente, es decir x — +o.

Limite por la izquierd

Jim /) =L

Si los limites laterales L y M son
iguales, es decir,

lim f(x) = lim f(x)
x-c~ x—c*t
Entonces el limite existe

lim f(x) =L

Limite por la derecha

lim f(x) =M
x—ct

La existencia del limite implica unicidad, es decir, si el limite existe, es tnico
(su demostracion requiere de la definicién formal de limite, por lo que se deja para
cursos avanzados de calculo).

Como ya se ha mencionado, f(c) no necesita estar definida para que el limite
exista, es suficiente con que f(x) este definida para un valor x cerca de c. Es decir, el
limite estd asociado con el comportamiento de la funcién cuando x estd cerca de c,

pero no necesariamente en c. Para aclarar lo anterior, analiza las graficas de las

situaciones 1, 2y 3.

Situacidn 1. Cuando x se aproxima a ¢, si los limites laterales son iguales el limite de
f(x) existe, esté o no definida f(c).
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Sty

* ¥ =AMx)
2 =
p 7

Sl .
P X x
f(c) no esta definida

Los limites laterales son iguales
El limite existe y es L

ﬁi:;}- . ¥ =ﬂ1.-'}

L
Sy :
J X —
f(c) estd definida
Los limites laterales son iguales
El limite existe y es L

floy#L

-
¥

.ﬂ.‘ff". ¥y =ﬂ1.*]
Y ——

l""""-'r

A 7
Sy

¥ X e (X

al

f(c) esta definida
Los limites laterales son iguales
El limite existe y es L

floy=L

Situacion 2. Cuando x se aproxima a ¢, si los limites laterales son diferentes el limite
de f(x) no existe, esté o no definida f(c).

faty Aoty ﬁl}"-' i
— — o
=" ¥y =Ax) t.- o ¥ =fx) v e V=[x)
L
£+__ _..-‘." _‘{*-..........,_— .[+ A
L - - o w -
w7 Y et Y .
X e o X X e [ i 1 X N e X
f(c) no esta definida f(c) esta definida f(c) esta definida
Los limites laterales son Los limites laterales son Los limites laterales son
diferentes diferentes diferentes
El limite no existe El limite no existe El limite no existe
Situacion 3. Cuando en la proximidad a un punto solo existe uno de los limites
laterales de la funcidén (mas adelante se ve el caso de las asintotas). En esta situacion
hay dos casos:
1. En el caso de que solo existe el limite por la izquierda.
A L il
A% ' .
fx) \ ¥ = fix) A ¥ =fx) S| ™ _ v =fix)
L '\\__. F R ’\: Ll ' ’\__‘
T ¥ T—>c 1 | A= ¥
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f(c) no esta definida

El limite por la izquierda es L

El limite no existe

f(c) esta definida

El limite por la izquierda es L

El limite no existe

f(c) esta definida
El limite por la izquierda es L
El limite no existe

2. En el caso de que solo existe el limite por la derecha.

fix) v = flx)

=T

i

f(c) no esta definida
El limite por la derecha es M
El limite no existe

El limite por la derecha es M
El limite no existe

ko Ay
-"'ri ) s V=fx) fx) ¥ = flx)
J-fl /- ES 1*' -I-/ 4
C X e X
f(c) esta definida f(c) esta definida

El limite por la derecha es M
El limite no existe

De la situacién 3, se puede concluir que, si solo existe uno de los limites
laterales, entonces el limite no existe.

Calculo analitico de limites
El cdlculo del limite de una funcién en un punto, a través de la representacion grafica
y el uso de tablas de valores para analizar su comportamiento en las cercanias de
dicho punto, proporciona herramientas visuales ttiles. Sin embargo, en algunas
ocasiones, estas herramientas pueden no ofrecer una evidencia precisa o concluyente
sobre el comportamiento real de la funcion en el entorno del punto evaluado. Por

. 7 . s
ejemplo, en el calculo del lim sen (—)

x—0 x

Limite por la izquierda Limite por la derecha
X f(x) ; X f(x)
-0.0079 —0.966778 - = | -0.0079 0.966778
—0.00885 —0.017748 -0.00885 0.017748
—0.0000004 —0.0000000001 -0.0000004 0.0000000001

s . . (T . . AN
Se infiere que el xll)rgl_ sin (;) =0 Se infiere que el leIEr)lJr sin (;) =0

No se aproxima a ningtn valor

Como se muestra en las tablas anteriores, para algunos puntos especificos,
como x = —0.0000004 y x = 0.0000004, etc., la funcion parece aproximarse a cero,
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pero esto es engafnoso. Debido a que la funcién f(x) = sin (g) oscila infinitamente

cerca de x = 0, otros valores cercanos a x = 0 dan resultados diferentes (que oscilan
entre -1y 1). Por lo tanto, la tabla de valores no revela la naturaleza de la oscilacion
de la funcion.

A partir de la grafica de f(x) = sin (g), observa que, conforme x — 0, la

longitud de onda de la funcién se reduce cada vez mas. Esta oscilacion infinita

genera un comportamiento extremadamente complicado de representar
graficamente, ya que la funciéon no se aproxima a ningun valor particular.
Visualmente, se ve como un patron de ondas extremadamente densas que parece
desvanecerse sin acercarse a ninguin valor fijo. Otros casos en los que el limite de una

funcion no existe se muestran a continuacion.

Tipos de comportamientos de f(x) asociados a la no existencia del lim f(x).
p g

1. Si f(x) se aproxima a un numero 3. Sif(x) oscila entre dos valores fijos 4,
diferente cuando x—c-, del que b, cuando x—c.
cuando x—c*.

foty ‘
¥ P

A . ¥ =fx)

) § _
ll e
Ax
(
LA : Py 1}

LA

Jx)

]

1—!—&'-{—1‘
-
o el T X

2. Sino hay valores proximos acporla 4. Si f(x) crece o decrece sin limite a

izquierda y/o derecha. medida que x—-c.

, i I
.I._] J \ ¥ =j"{ 1.']
Sfp™ y =fx)
‘ r\ X -
v
- L -
Vol &Y N e Y

Para poder calcular el limite de funciones como f(x) = sin G) y otras mas, se

hace mediante el calculo analitico, usando propiedades de los limites, asi como
. .. . . . 0 o
estrategias definidas cuando se presentan las indeterminaciones -, —, (las que no

representan un valor numérico).
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Propiedades de los limites
Sean n un entero positivo, k una constante real y fy ¢ funciones que tengan limite
en el naumero real ¢, entonces:

1. limk =k;
X—C
2. limx =c;
X—C
3. limkf(x) = klim f(x);
X—C X—C
4. lim[f(x) £ g(x)] = lim f(x) * lim g(x);
X—C X—C X—C
5.

lim[f (x) - g(0)] = lim £ (x) - lim g (x);
X—C . X—C X—C
6. 1im [[2] = L2/

i gl = im oGy

lim siempre que }CI_IE gx) #0;

7. limlf@]" = [lim ()] ;
xX—C X—>C
8. }Cl_r)ré V) =" /}CI_I;I} f(x), siempre que }CI_I;I; f(x) > 0 cuando 7 sea par.

Algunos limites pueden calcularse mediante sustitucion directa. Sin embargo,
en otros casos es necesario emplear técnicas o recursos algebraicos, como la
factorizacion, la racionalizacion o la multiplicacion por una expresién conveniente
equivalente a 1, con el fin de simplificar la expresion y facilitar el calculo del limite.

Calculo de limites por sustitucion directa

Este método consiste en aplicar directamente las propiedades de los limites para

calcular lim f(x), siempre y cuando f(x) no presente irregularidades en ¢ asociadas
X—C

a la no existencia del limite.

En los siguientes ejemplos formativos se aplican las propiedades de los
limites. En el Ejemplo formativo 1.4, cada paso se justifica utilizando dichas
propiedades, mientras que en los Ejemplos formativos del 5 al 10 se omiten dichas
justificaciones.
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Ejemplo formativo 1.4
Calcula el lirré(x2 +2x—1)
xX—
Resolucion
lim(x% +2x —1) = limx% + lim2x — lim1 Propiedad 4
x-0 x-0 ) x-0 x-0
= (lim x) + 2limx -1  Propiedades1,3y7
x—0 x-0
=02+ 2(0)—-1 Propiedad 2
=-1

Ejemplo formativo 1.5
Calcula el lim (sen x - cos x)

x—>5
Resolucion
. . . A T
lim (senx-cosx) = limsenx - limcosx = sen (—) : cos(—) =1-0=0
T T T 2 2

xX—= x—= x—=
2 2 2

Ejemplo formativo 1.6

Vx + 2%
Vx

Calcula el lim
x—4

Resolucion

- - - lim x + 2%
lim\/§+2x_}ggl;}(\/§+2x)_ lim Vx +lim 2% 27} _Yi+2' 2416 _18 _ 4
x4 x ;lci_r}};ﬁ J)lcim7 Va Va 2 2

-

Ejemplo formativo 1.7
Calcula el lirq(logx + e*%)
X—

Resolucion
lim(logx + e¥) = limlogx + lime* =logl+ e' =0+e=¢e
x—=1 x—-1 x—-1

Ejemplo formativo 1.8

9 —x2

Calcula el lim
x—»—3 Xx+3

Resolucion

. _ 2 . _ . 2
9-x2 _ JIm(O-x7) lim9-limx® 9g_(-3)2 9-9 o

Y>3 X +3 lim (x+3)  limax+ lim 3 —3+3 -3+3 0
x—>-3 xX—>-=3 X—>-=3
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El lim 9T da la indeterminacién —, para calcularlo se requiere aplicar el método

x—>-3

de factorizacion para cancelar la indeterminacion. Este método se vera mas adelante.

Ejemplo formativo 1.9

. x—4
Calcula el }cl—r}}l =

Resolucion
x—4 )l{ig}}(x—zt) hm x —lim 4 4— 4 0 0 0

X4 p—

lim =< = = = =-
xoaNx =2 91{131\/7—2 )1(121\/_—;:1212 ,91}51"_2 Va-2  2-2

Ellim ==

racionalizacion del denominador para cancelar la indeterminacion. Este método se
vera mas adelante.

~ da la indeterminacién —, para calcularlo se requiere aplicar el método de

Calculo de limites indeterminados de la forma g
El calculo del lim f(x) por sustitucion directa es facil de implementar, asi que
X—C

apliquémoslo una vez mas para calcular el limite cuando x — 2 de la funcion

-4
foo =%
Observa que en la grafica de la derecha, f(x) no estd Ay J
definida en x = 2. 4 ) /
it
: 2 _ : _ 3 4
limx2_4=}C1£r21(x 4) lln%x L1£n4 22 _ 4 9 4l
x=2 x — 2 lin%(x—Z) llmx—11m2 2—-2 0 =
X—

4-3421.] 1234
L)

(Qué significa %? No representa ningtn valor numérico y se le conoce como
una indeterminacion. ;Por qué indeterminacidon? Viéndolo desde las operaciones de
la aritmética, se puede dar respuesta de la siguiente manera:

(Qué nimero multiplicado por cero es igual a cero? En simbolos (0)( )=0.

Todo ntimero real satisface dicha condicion, por lo que hay una infinidad de
numeros, por eso se le llama indeterminacion. Ahora, cuando se presente una
indeterminacion de la forma % en el calculo de un limite, segun sea el caso, se sugiere
implementar la factorizacion o la racionalizacion del denominador para cancelar la
indeterminacion, como se explica a continuacion.
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1.
2.

Estrategia para calcular limites indeterminados de la forma %

Si la sustitucion directa falla, contintia con el siguiente paso.

Prueba por factorizacion algebraica, para ello observa factores comunes que
se puedan cancelar, para obtener una funcion equivalente (con el dominio
restringido de la funcion original) y luego usar sustitucion directa.
Racionaliza la funcion multiplicando y dividiendo por el conjugado de la
expresion a cancelar, para obtener una funcion equivalente (con el dominio
restringido de la funcion original) y luego usar sustitucion directa.

Si hay funciones trigonométricas, usa identidades o multiplica por una
expresion equivalente a 1 para cambiar la funcion a otra equivalente con el
dominio restringido de la funcién original y luego usar sustitucion directa.
Si las técnicas anteriores fallan, prueba con métodos graficos y numéricos.

Calculo de limites por factorizacion

Una vez comprobado que falla la sustitucidon directa en el calculo del lim f(x), de
x—=c

. T . 0
acuerdo con la estrategia para calcular limites indeterminados de la forma -, una

opcion es factorizar el numerador o el denominador de f(x), luego, identificar los
factores que son ceros (factores que al evaluarlos en x = ¢ se hacen cero), y por
ultimo, simplificar y obtener el limite.

Ejemplo formativo 1.10

Calcula

x% -4

el lim
xX—2 X —

Resolucion

Aplica sustitucion directa.

2 — 4 }Cizg(xz—él) limx?—lim4 92_4 o

lim — — x=2 x=2 — _
x>2 X — 2 lim (x — 2) limx — lim 2 2—-2 0
x—2 x—2 X2

Aplica la factorizacion para cancelar la indeterminacion.

Factorizar la diferencia

de cuadrados

x — 2 es un factor cero porque 2 -2 =0

v v

x2 -4  (x+2)=—2)
= lim

X — 2 x1—>2 M
A

=limx+2)=limx+ lim2=24+2=4
x—2 x—2 x—2

x — 2 es un factor cero porque 2 —2=0
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En el Ejemplo formativo 1.10, mediante el proceso de factorizacion y simplificacion
x2 -4
x—-2
muestra el efecto de la factorizacion en el calculo del limite.

se llega a la funcién f(x) = =x + 2 con Dom f=R - {2}. A continuacion, se

Por sustitucion directa ) ) _ Aplicando factonzacion
Facionza ¥ simplicg

Ay ”
-4 7 / .
Jix)= - 41 f glx)=x+2
X=—ua _::
a0 : hmgi(x) =4
lim £ ()= {] _1 iy
-
Dom f=R - {2} 4-322-1,1 1234 Dom g=R— {2}
- L
r

Kb S
< Aereds yhefit
] L
dominig 3 g para que sean &4

Si graficas las funciones fy g, observa que las representaciones graficas son
equivalentes salvo en el punto (2, 4). Para que fy g sean equivalentes, g se restringe
al dominio de f, y asi se tiene la igualdad g(x) = x + 2 con Dom g = R - {2}, la cual no
presenta una indeterminacion en x = 2, solo no est4 definida, pero eso no afecta el
calculo del limite, por lo que se puede calcular por sustitucion directa.

En resumen, al aplicar un método algebraico para calcular el limite de f(x),
se obtiene una funcidn equivalente g(x), salvo en un punto, a la que se le pueda
calcular el limite por sustitucion directa.

Para calcular los limites de las funciones del Ejemplo formativo 1.11, se asume
que su dominio esta restringido, aunque no se hace explicito.

Ejemplo formativo 1.11
3+x

Calcula el lim
x—>—327 + x3

Resolucion
Aplica sustitucion directa.
p StE_ AmIts m3eimg  secy  3-3 o
x~>-327 + x3 lim3 27 + x3 lim3 27 + lim3 x3 274+ (=3)3 27-27 O
x—>— xX—>— xX——

Aplica la factorizacion para cancelar la indeterminacion.

3 4x _ 3% _ 1 Jim 1
lim ————= = lim = lim = —
x->-327 + x3  x->-33+x)(9—-3x+x2) x->-39—3x+ x? 11m3(9 —3x + x?)
xX—>—
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1

1 1

lim 9 — lim 3x + lim x?
x—>-3 x—-3 x—-3

T9-3(=3)+(=3)2 27

Ejemplo formativo 1.12

. 3x24+x—4
1. Calcula el lim ——————.
ot 3x2+10x + 8
3

Resolucion
Aplica sustitucion directa.

3x2 + x — 4

x—>—§

lim

lim4(3x2 + x — 4)

lim (3x%) + lim x — lim 4
ot 4 4

3

x—=-3 X—>—=

3

X-—7

3

2322 + 10x + 8 " lim (3x2 + 10x + 8) lim (3x2) + lim 10x + lim8

4

2

2(-4) +10(-

Aplica la factorizacion para cancelar la indeterminacion.

x—>—§ x—>—§ x—>—§
4\? 16 4
3(-3) +(-3)+¢ _33tt _4-4 0
4 l6 40 —-8+8 0
3)+8 338
lim4(x—1)

3x2 + x — 4

lim

Br+H(x—1)

x—1

X—>—§

x_)_g 3x2 + 10x + 8 xf?% Gx+4)(x+2) xir?%x ¥2 lim4(x +2)

xX—=

lirilix — lir?gl _4_1 4 3 7 ,

=x—> 3 X— 3 _ 3 _ 3 3= 3 __!
lim x + lim 2 4 4 6 2 2
xot xetT T3F2 —3t3 3

3 3

Ejemplo formativo 1.13

1. Calcula el lim (x+1x)3_1.

x—0

Resolucion
Aplica sustitucion directa.

li

3
. 3 _ : 31 lim(x+1)> -1
m(x+1)3—1=3161_r)r(1) (x+13-1) =}C1_r)1’(1) (x+1)° —lim 1 ~ (M

x>0 X lim x
x—0
3
(lim x + lim 1) -1
— x—0 x—0 —

lim x 0
x—0

O+13%-1 (1°-1 1-1

0

0
0 0 0 0

Desarrolla, simplifica y factoriza (x + 1) — 1

(x+1)3—-1=x3+3x>+3x+1—-1= x3

+ 3x2 + 3x = x(x% + 3x + 3)
25



Aplica la factorizacion para cancelar la indeterminacion.

(e +1)3-1  x(x*+3x+3)
lim——— = lim

x-0 X x-0

=0%+3(0)+3=3

= lim(x? + 3x + 3) = lim x? + lim 3x + lim 3
x-0 x—0 x—0 x—0

Calculo de limites por racionalizacion
Una vez comprobado que falla la sustitucion directa al calcular el lim f(x), de
X—=C

. T . o .
acuerdo con la estrategia para calcular limites indeterminados de la forma , si hay

radicales presentes, multiplicar por una expresion equivalente 1 a conveniencia,
identificar los factores que son ceros (factores que al evaluarlos en x = ¢ se hacen
cero), simplificar y obtener el limite.

¢ Qué significa multiplicar por 1 a conveniencia para racionalizar? Implica tres
aspectos:

1. El factor 1 se puede expresar como el cociente de dos nimeros o expresiones
algebraicas iguales diferentes de cero, por ejemplo:

Vx -2

Vx—2

los nimeros reales), por ejemplo:

(50)(1) = 50, (— g) (1) = =2 (20)(1) = 2x, (6 +Vx)(1) = 6+ Vx parax 2 0.

5 -3 x+1
1—5,1— 1—mparax¢—1,1=

Y

para x > 2 multiplicativo de

2. Para racionalizar el numerador o denominador de una expresion algebraica,
se multiplica por una expresion equivalente a 1 a conveniencia.
Racionalizar el numerador

x/§+5_<\/§+5>(1)=<\/§+5><\/_—5> x =25

x—25 \x—25 x—25)\Vx-5) (x=25)(Yx—-5)
1
parax > 0y x # 25.

==

En este ejemplo vVx — 5, es el conjugado de vx + 5 y al multiplicarlos se
aplica el producto de dos binomios conjugados (a + b) (a — b) = a*> — b

Racionalizar el denominador

2—\/; = (2—\/;) (1) = (2—\/;) (%) = 2\);\/; = 2+/x parax > 0.
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A continuacion, se aplica la multiplicacion por 1 a conveniencia al calculo de

limites.

Ejemplo formativo 1.14

1. Calcula el lim Vi- L
x—1 1

Resolucion
Aplica sustitucion directa.

x>1 x — 1 lim (x — 1) limx — lim1 1-1 0
x—-1 x-1 x—1

Aplica la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacion.

. J§—1_l_ Vx — 1\ [(Vx+ 1 . x —1 . 1
im = lim = lim = lim———
x>1 X — -1\ x — 1 J\/x+ 1 x—>1(M)(\/§+ 1) x-14x + 1
_ mt  lml 1 1 1
, , , _ >
}c‘f}(\/}*’ 1) chliri\/}-l-illql ,chlir%x+1 Vi+1
Ejemplo formativo 1.15
. x—9
1. Calcula el }Cl_rg N
Resolucion
Aplica sustitucion directa.
limx_gzlcl_rg(x—‘))zil_rgx—y_rg9: 9 -9 _ 0 :9
=9yx =3 lim(Vx = 3) limvx — lim3 /yféx _3 3-3 0

Aplica la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacion.

x —9 . (x—9)<\/9?+3)_l.m(%g)(\/}-l_g):y—rg(\/;_'_:g)

= lim =1i
Vi — 3 =9\x —3/\Vi+3) 9  x=9
=limvx + lim3 = hmx+3=3+3=6
x—9 x-9 x-9

lim
x—9
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Ejemplo formativo 1.16

1. Calcula el lim ==X+ 1

x-0 X
Resolucion

Aplica sustitucion directa.

: - : 1- /limx + lim 1
1_\/m=¥_r>r(1)(1—\/x+1)29161%1—}61_%\/x+1= X0 X0

lim

x—0 X lim x lim x 0
x—0 x—0
_1—\/0+1_1—1_0
B 0 0 0

Aplica la multiplicaciéon por 1 para cancelar la indeterminacion.

. 1—-—+vx +1 . <1—\/x+1><1+\/x+1> i 1—(x+1)
m-—""=I1lm = lim
x>0 x x>0 x T+Vx + 1) x0x(14+Vx + 1)

-1 hnl(—l)

x—0

= lim

-1 -1 1

_lir%(1+Vx+ 1)_lirr(1)1+lin(1)\/x+1 1+ 41 2
x— x— xX—

=X
=i
w0x(1+Vx + 1) *01+vx + 1 lim (1+Vx + 1)

A continuacidn, analiza un ejemplo que te puede engafar si no exploras el

dominio de la funcion o su representacion grafica.

Ejemplo formativo 1.17

. x+2
1. Calcula el xll,rflz =

Resolucion
Aplica sustitucion directa.

PSSR CLL I Lol S T
x=>-24/x + 2 limzx/x+2 \/me+hm2 V=2+2 0
x=- x—>—2 x—>—2

Aplica la multiplicaciéon por 1 para cancelar la indeterminacion.

ox + 2
lim

= lim (
xo=24x + 2 x=-2\Wx + 2

x + 2)(\/x + 2)_ lim (x+2)Vx + 2
Vx + 2/ xo-2 x—+2

0
0
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= limvx + 2= [limx + lim 2=v-2+4+2=0

xX—>=2 xX—>=2 xX—>=2

A1 Observa en la grafica de la izquierda el dominio de
it flx) = 75y IO hay valores para aproximarse a —2 por la
; - 1zqu1erda' En consecuencia, el xlirgz% no existe. Solo

1 , existe el xl}r%+ \7_ Como resultado de lo anterior, antes

de calcular un limite, es recomendable explorar el dominio
de la funcién y su representacion grafica.

En los ejemplos vistos, aplicar la multiplicacion por 1 a conveniencia al igual
que la factorizacidn, sirve para cancelar factores que ocasionan la indeterminacion,
y asi obtener una funcion equivalente salvo en un punto, a la que se le pueda calcular
el limite por sustitucion directa.

Calculo de limites trigonométricos especiales

En el cdlculo de limites de funciones trigonométricas, en los que, mediante la
factorizacidn, racionalizacion o uso de identidades trigonométricas, no es posible
cancelar los factores que causan la indeterminacion, una alternativa, pueden ser las
siguientes formulas especiales:

. sen x — COS X
li

=0

=1y lim

x>0 X x—0 x
Ejemplo formativo 1.18
P . 7 ) 7. . sen x
1. Verificar mediante métodos graficos y numéricos que el llH(l) —— =1 (noesuna
X—

demostracion formal).

Resolucion
sen x Sen x
x=0~- X x>0t x
sen x sen x
X X
X X
-0.1 0.99833417 0.1 0.99833417
-0.01 0.99998333 0.01 0.99998333
—0.001 0.99999983 0.001 0.99999983
—0.0001 | 0.99999999 0.0001 0.99999999

nx

Dado que los limites laterales son iguales a 1, entonces el lim =~ = 1.

x—-0 X
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1-cosx

Para demostrar que el lir% =0, se usan métodos analiticos, en
X—

particular, la multiplicacion por 1 a conveniencia, la identidad trigonométrica
;. . . senx .,
sen”x +cos’x =1 y el limite especial lim—= =1, para obtener una funcion
x—0

equivalente a partir de la cual se calcule el limite por sustitucion directa.

Ejemplo formativo 1.19

. 1-—cosx
Demostrar que el lim =0.
x—0 X
Desmosracion
1 —cosx (1 — cosx\/1+cosx  1—cos?x . sen? x
lim—— = lim = lim ——— = lim ——
x—0 X x—0 X 1+ cosx x-0 x(1 4+ cosx) x-0 x(1+ cosx)
. /senx sen x _senx _ sen x . sen x
=11m( )( )=11m - lim =1-lim—
x—0 X 1+ cosx x>0 x x-01+4 cosx x-01+ cosx
sen x lim senx sen0 0
= lim = — = = - = O
x-01 + cosx lm(l) (14+cosx) 1+4+cos0O 2
xX—
. 1—cosx
Por lo tanto lim————— = 0.
x—0 X

Ejemplo formativo 1.20
sen 3x

1. Calcula el lim
x—0

Resolucion
Aplica sustitucion directa.

i SE1 3x lim sen 3x _sen0 0
x>0 X lim x 0 0
x—0

Aplica los limites trigonométricos especiales para cancelar la indeterminacion

3

lim = : lim = 3 lim =3:-1=3

sen 3x (3) sen 3x sen 3x
x-0 X x-0 X x-0 3x
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Ejemplo formativo 1.21

sen? 5x

1. Calcula el lim
x—0 X

Resolucion
Aplica sustitucion directa.

: 2

. sen? 5x L‘_r}}) Sen”5xX  gen2( 0

m = - = = —

x-0 X lim x 0 0
x—0

Aplica los limites trigonométricos especiales para cancelar la indeterminacion

~ sen?5x _ 1-—cos?5x 5\ . (1—cos5x)(1+ cos5x)
lim =lim—— = (—) lim
x—0 X x—-0 X 5/ x-o0 X
1 —cos5x)(1 + cosb5x 1 — cosb5x
=5-lim( ) ) =5 limg-lim(1+c055x)
x—0 5x x—0 5x x—0

=5-0-(1+4+cos0)=0

Para determinar limites trigonométricos se requiere de la habilidad para
trabajar con expresiones algebraicas, asi como del conocimiento de identidades
trigonométricas. Pongamos a prueba tus conocimientos para calcular los siguientes
limites.

Evaluacion formativa 1.1
1. Grafica las siguientes funciones y determina su dominio y rango.

a) f(x)=(x+3)2-2 b) g(x) =Vx—3+ 2 o)h(x)=1-Inx

2. Calcula los siguientes limites.

1 1
i . |x -2 .
a) lim*—¢ b) hmzl—I c) lim v1 —x?
x—aXx—a x-2 X +x—-6 x->—1

3. A partir de la siguiente grafica de g(x) determina los siguientes limites.

v A

l,..

v =glx)

#
7
&
i/
'
i

I

S/

Yy =

A

-3

a)limg(x) =
x—1

b) lim g(x) =
X2

c)limg(x) =
xX—3

d) lim g(x) =
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4. Determina los siguientes limites.

x% +x x2+x-6
a) xs—-1 x+1 b) h 52 x2-—
N
d)hs«/_ \/_ e)leB x—13

C) 11
f) 1 tanx
x—>0 X

—-3x—-10

52x2 —15x + 25
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PA 2. Limites infinitos y limites en el infinito

Evaltia el comportamiento de funciones en situaciones de limites infinitos y limites
en el infinito, interpretando sus implicaciones en el contexto de problemas.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al aplicar
procedimientos  algoritmicos  propios  del
pensamiento matematico en la resolucién de
problematicas tedricas y de su contexto.

@]

M3-C2 Compara hechos, opiniones o afirmaciones
para organizarlos en formas légicas tutiles en la
solucion de problemas y explicacion de situaciones
y fenémenos.

N »| T

M1-C4 Describe situaciones o fendmenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematico y
el lenguaje natural.

T 0 »| T

Evaluacion diagnostica 2.1
Selecciona la respuesta correcta en cada reactivo.

1.

7
El resultado de simplificar la expresion % es:

a) a'® b) a* c)a’ d)a
La funcién f(x) = x? + 3x — 1 es una funcién polinomial.
a) Verdadero b) Falso

., 2x-1 e .
La funcién g(x) = ————— es una funcion irracional.
3x*—-2x+3

a) Verdadero b) Falso

(Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta sobre el simbolo oo en
matematicas?

a) o representa un numero real muy grande.

b) o es un concepto que indica un valor sin limite.

c) « es el valor maximo que un nimero real puede alcanzar.

d) oo es un numero finito utilizado en calculos precisos.

5. El valor del limite lim x4 16 es:
x—>—4 X —4
a) 4 b) 0 c)—4 d) No existe
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El sistema de coordenadas cartesianas (rectangulares) de la
imagen de la derecha, esta formado por el eje de las abscisas
"x" y por el eje de las ordenadas "y". Haciendo una analogia
de cada eje con la recta numérica, hacia la derecha se

prolongan al infinito y hacia la izquierda a menos infinito.

El infinito se denota con el simbolo "o0", que representa
el comportamiento de un valor numérico cuando este se hace extremadamente
grande en el sentido positivo o negativo de la recta numérica. Con base en lo
anterior:

¢ En el estudio del limite infinito lim f(x) = +oo, decir
X—=C

que el limite de una funcién es infinito o menos infinito,
en simbolos es simplemente otra forma especifica de
decir que el limite no existe. Este tipo de limite se usa

para determinar si una funcion tiene una asintota
vertical x = c como en la grafica de la derecha. Es decir,
en funciones que se aproximan a +o o -, a medida que los valores de x se
aproximan a la asintota x = ¢ por la izquierda y/o por la derecha de c.

Asintotax =c¢

e En el estudio del limite en el infinito xl_igloof (x) = L Asinfota
decir que x se aproxima a +o© o -, en simbolos es y=L
simplemente una forma especifica de decir que x se hace
extremadamente grande en el sentido positivo o
negativo de la recta numerica. Este tipo de limite se usa %~ i\ >

para determinar si una funcién tiene una asintota
horizontal y = L, como en la grafica de la derecha. Es
decir, en funciones que se aproximan a L, a medida que los valores de x se

aproximan a +oo por la izquierda o a - por la derecha.
v A

decir que el limite de una funcién dada es infinito o menos
infinito, cuando x se aproxima a +o0 0 —, en simbolos es  —o0 <=x
simplemente una forma especifica de decir que cuando x se :
hace extremadamente grande en el sentido positivo o

negativo de la recta numeérica, el limite de la funcién no existe, =~
como se muestra en la grafica de la derecha.

. o0
e En el estudio del limite infinito en el infinito lirp f(x) = too, *
x—+o0

1
| flx)
. .y 1 \_ )X
Por ejemplo, en la funcién f(x) = -, para x # 0, tenemos que: - i
1 i 1_ _ o 1l L 1 ) X =0 Ay x
e El lim 2= y el lim —=+co, por lo que tiene como {
asintota vertical la recta x = 0, ver grafica de la derecha. -



.1 o1 . 4
e Ellim 2=0y el lim ==0, por lo que tiene como 1 ?m
asintota horizontal la recta y =0, ver grafica de la g
X =)
derecha. = -
3
4ot )
y - _ A
e Y parala funcion f(x) = —x> tenemos que xl_l)f_noo f(x) =+ %{)
y que xl_igloo f(x) = =% (como se muestra en la
grafica de la derecha), por lo que dichos limites no existen. %‘}Y
3 A

Limites infinitos
Para el estudio de limites infinitos lim f(x) = +oo, se debe tener en cuenta los tipos
X—C

comunes del comportamiento de f(x) asociados a la no existencia del lim f(x),
X—-C

cuando la funcion crece o decrece indefinidamente. Aunque el limite no exista, es
util para determinar la asintota vertical de una funciéon. Una asintota es una recta a
la que se aproxima continuamente la grafica de una funcion, y a medida que se
extiende indefinidamente la distancia entre ellas tiende a cero.

Si en una funcion f, uno de los limites laterales tiende a +o0 0 —c0 cuando x—vc,
entonces x = c es una asintota vertical de f.

En los limites infinitos del tipo lim f(x) = +oo, siempre aparece una asintota
X—C

vertical en x = ¢, en consecuencia, se satisface al menos uno de los siguientes casos:

}Cl_r)réf(X) = +o0 ,}Lr?+f(x) = +o00 ,}Lr?—f(x) = o0
}Cl_r)réf(X) = —0 ,}Lr?+f(x) = —o0 ,}Lr?—f(x) - —»

Si el limite de f cuando x—¢, tiende a +oo, en la graficacion de funciones, su
interpretacion es que la funcion crece de manera asintotica, y si el limite tiende a
—oo, la funcién decrece de manera asintética. Otro aspecto a considerar es si x se
estd acercando a c por la derecha o por la izquierda. A continuacién, se muestran
algunos de los casos que se presentan en funciones con asintotas verticales.
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! /ﬁ\
4/-«*\,

=

Asintotax = ¢ Asint;}ta r=c Asintotax = ¢
b /(%) =+ lim £(x) = -t Lim f(x) =~ lim £{z) =+

"1¥ f
f) |
. i

Y H - '
Asintota x = ¢ Asintota x = ¢ Asintotax = ¢

it f(x) = o0 L 7 (x) = oo g =t lim f(z)=—a

Y=

La funcion logaritmo es una de las funciones que tiene una asintota vertical.

Ejemplo formativo 2.1 4ty
1. Determina el lim log;/,(x — 1). ;
x-1* - |
. It i\
Resolucion - N
De la grafica de la derecha, cuando x—1*, f(x) —+co. 2-L, L 113456
-2 l T—

Por lo que x = 1 es una asintota vertical de f.

En consecuencia, el lim log; /,(x — 1) = +oo.
x—-1%

Otras funciones que tienen asintotas verticales son el cociente de funciones
f(x) = h( ) y cuando g(c) # 0 y h(c) = 0 (en x = ¢ hay un salto infinito),
entonces f(x) tiene una asintota vertical en x = c. Aplica lo anterior para realizar los
siguientes ejemplos.

En los siguientes ejemplos formativos calcularemos el limite mediante
métodos numeéricos, para conocer si la funcion crece o decrece sin limite cuando
tiene una asintota vertical.

Ejemplo formativo 2.2

1. Determina el comportamiento de la funcién f(x) = ;;_3

izquierda y derecha.
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Resolucion

Aplica sustitucion directa: lirré .

lim (x + 3
+3  lm(x+3)

2_9 i Z_o
x—>3X%—-9 chl—{%(x 9)

3+3 _ 6

32-9 o0

Ahora, aplica métodos numéricos para explorar el comportamiento de la funcion f

enx =3.

x f(x) La  funcion f  decrece x f(x)
2.999 | -1000 indefinidamente ~ por  la 3.001 | 1000
2.9999 —-10000 izquierda de la asintota x = 3, 3.0001 10000
2.99999 | 100000 | Y crece indefinidamente por la 5 15001 | 100000

derecha. Esto significa que en
x + 3 , . x + 3
lim = —o00 x =3 hay una asintota vertical. lim = +o0

x-3-"x2 — 9

x-3tx2 — 9

Limites en el infinito

El estudio de limites del tipo xl_i)rinoo £ () 10 identificamos con el célculo de la ecuacién

de la asintota horizontal (si existe) de una funcion.

Sienuna funcion fel lirP f(x) =Lo lim f(x) = L oambos, entonces larecta y
X——400 X—>—00

= L es una asintota horizontal de f.

Una funcién puede tener infinitas asintotas verticales, como es el caso de las
funciones f(x) = tan x y f(x)
maximo dos asintotas horizontales, ;por qué? Algunos de los comportamientos de
la asintota horizontal, se muestran a continuacion.

= cot x. Sin embargo, una funcién solo puede tener como

Asintotay =L Asintotas y =Lyv=M Asintotay =L Asintotay =L
lim f(x)=1 lim f(z) =M lim f(x)=1 Iim f(x)=1L
lun flmy=L Tim f(x)=L e

b b 0

Recordemos que la funcion logaritmo tiene una asintota vertical, y su funcion
inversa, que es la funcion exponencial, tiene una asintota horizontal.
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Ejemplo formativo 2.3

X
1. Determina la ecuacion de la asintota horizontal de la funcién f(x) = (%) +1,1a

. s 1 1\*
cual es una traslacion de la funcion basica f(x) = (;) .

Resolucion
Ay AMix) Limite por la izquierda De la grafica de la
\ * X fx) izquierda y de los
\x__ﬂ 10 | 1.0009765625 valores de la tabla,
l”"“‘-""-hr 30 | 1.00000000093 cuando x —+oo, f(x) —1.
= ‘ .1:—h-——-:r-' 50 | 1.00000000000000089

X Por lo que y =1 es una
xliI-Il_loo ((E) + 1) =1 asintota horizontal de
f ).

p(x) _ apx"+ap_1x" 1+-+ag
q(x)  bpx™+am_1xM™ 1+ +by

donde g(x) # 0, para determinar las asintotas horizontales mediante el calculo de

En el caso de las funciones racionales f(x) =

limites en el infinito, primero necesitamos conocer el comportamiento del lim f(x)
X—-400

de funciones polinomiales de grado mayor que cero, y luego el comportamiento de

los limites lim iy lim =,
x—+00 X" 7 xo+o0 X™

paraneNyke Z

El limite de una funcion racional

Para conocer el comportamiento en el infinito de las funciones racionales, veamos

primero el caso de las funciones polinomiales f(x) = a,x™ + a,_1x" 1+ -+ ag

paran >0y a, # 0. A continuacién, exploremos su representacion grafica, asi como,

su reflexion sobre el eje de las abscisas para identificar regularidades relacionadas
s 1

con el signo del coeficiente “a,” y el grado “n”, y a partir de ellas establecer las
condiciones para determinar el lir$r1 f(x).
X—>+00

38



Ax)=2x+1 flx)=3x2+2x-2 fly)=x*+3x+x-2 flx)=2"+3r - —-x+1
a=2n=1 a=3n=2 a=1,n=3 a=2n=4
T +fﬂ+ﬁ 1 n""; X *fn-—fl
| 14 ) |
| AP fl X)),
L X .ﬁ‘—bjf -2 -1 |yt _T_*l_ a9
h —]!, q.f‘ X —xﬁ E / 1x - :’i . a 5 >
I||l .\'J..Tl _—\ -1 \7{ I x
ﬂ / | '
=21 I X A2 \ A
LA J' - Y 1 ;r -
/= lim /() =+0 M, S @) = Hm S =0
gﬂf(x)=—m Lim f(z)=+w l!_i}rﬂﬂf[;;j:—m lim f(x) =400

A continuacion, exploremos las reflexiones sobre el eje de las abscisas de las
funciones polinomiales anteriores.

f)y=-2x—-1 fix)=-3x2-2x+2 flx)=-2-3x2=x+2 flx)=-2+3-—-x+1
a=-2,n=1 a==-3,n=2 a=-=1,n=3 a==-2.n=4

+oohy Ay

T
xllrifl:x):m Jlm j{ﬂ:-m lim f{x)=-00

A partir de explorar el signo del coeficiente “a,,” y el grado “n” de una funcion
polinomial cuando x — Foo, se obtienen las siguientes regularidades.

+o0o, sia, > 0ynpar

. _ (+oo, sia, >0 ) )t sia, <0 ynimpar
x1—1>r-Poof(x) N {—oo sia, <0 xl—1>I;noof(x) ) —oo, si a, > 0ynimpar
—00, sia, < 0ynpar

La utilidad del resultado anterior se refleja en el célculo del siguiente limite:

o apxXMtap X" P+ tay  too
im =
x>t b x™ + @y x™71 + o+ by Foo
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El cual depende del signo del coeficiente “a,,” y del grado “n” de cada funcion
polinomial. Para cancelar las variables de los términos del numerador y del
denominador que ocasionan dicha indeterminacion, se necesita del resultado de los
siguientes limites.

En las siguientes graficas explora el limite hr_P -
X—

1 1
S () = Six)= =]
‘ [ 3
fx) JP|Ax)
¥ v '*
_ 0~ o0 -0 A= X0 | Oy B tor
0 =0 X
i
’ ‘Ql \I'-‘.
I ¥ (ORI W L EU W R

En las siguientes graficas explora el limite lim L

n

x—>too X
5 g 4 7
f[I)—; _f[xj:F j(x)—? f[-ﬂ—?
VA, A VA A
& ffxm 9 ?53 f&) 5
0\.r- - o0 —'f-"l—_.'}‘_,g"l I'EL__*_.'—}-+J:‘ 0\"__:':" —xq,y"'() OII'XTP*I:
4% ﬂ
ﬂ&wr 2t _ﬁ;" Vy
Y (z)=0 Jim 7(x) =0 i S(x) =0 i S (x) =0

Como resultado de la exploracidn, se tiene que el lim = =0y lim = =0 (su

x—+o00 X x—>Foo X
demostraciéon requiere de la definicién formal del limite, por lo que se deja para
cursos avanzados de cdlculo). Como ya se menciono, estos limites se usan para
cancelar las variables que ocasionan la indeterminacion E que aparece al calcular el

An X" +an_1x" 14-+ag

lim
x—+oo bmxm+am_1xm_1+~-~+bo

formativos.

de una funcion racional. Veamos los siguientes ejemplos
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Situacion 1. El grado del polinomio del numerador “n” es menor que el
grado del denominador “m”.

Ejemplo formativo 2.4

. 2x2—x+3
1. Calculael lim ———
x>+ Xx*¥-—-1

Resolucion
Aplica el limite de un polinomio en el infinito.
En el numerador a, =2, n=2y en el denominador b,,,=1, m =4.

2x2 — x + 3 lim (2x? —x +3)

lim = X2+® =—
x>t x* — 1 lim (x* — 1) 0
xX—+00

Para cancelar la indeterminacion divide cada término del numerador y del denominador

por la variable de mayor grado “x*”, luego, aplica los limites lim — y lim £
X

—Foo X x—»?ooxn.
2x2 x| 3 2 1 3
. 2x2—x+3_1_ x_‘*_F-"F_l. prr e e s
R T Lt L
x* x% x* 4 x4
2 1 3 . 2 1 3
g 223 tr_m Gz~ +59)
el T T im (- 1)
XO X4 xX—+00 1 x4
. 2 . 1 . 3
Az M et im e _0-0+0_0_
lim 1 — lim % 1=0 1
X—+0o0 x—+00 X
. 2x%—-x+3 . _ 2xP-x+3 . ,
Dado que el xlir:lw - =0, la funcion f(x) = — tiene una asintota

horizontal en y = 0, como se muestra en la grafica anterior.

Situacion 2. El grado del polinomio del numerador “n” es igual al grado del
denominador “m”.

Ejemplo formativo 2.5

1. Calculael lim 5x2—2$—2.
x——00 —6x°—x—2
Resolucion
Aplica el limite de un polinomio en el infinito.
En el numerador a, =5, n =2y en el denominador b,, = —6,

m=2.




5x2 — 4x — 2 lim (5x% — 4x — 2) Lo

_ X—>—00

li = =
xoo0 —6xZ — x — 2 lim (—6x?2—x—-2) —oo
X——00

Para cancelar la indeterminacion divide cada término del numerador y del denominador
. "0 . s . . i . L
por la variable de mayor grado “x?”, luego, aplica los hrrutesxl_l}ino0 =y lim

x—>¢ooxn.
o ae g X ax 2 5 42
. x© —4x —2 X2 %2 x2 .. X2-2  x2-1 T 2
x1—1>r—noo —6x2 —x—2 N xl—l>r—noo 6x2 X 2 N xl—l>r—noo 6 1 2
T x2 T xZ T 2 T X272 x21 T y2Z
5 4 2 . 5 4 2
Bt kR N Gl )
Cxeme_ 612 L (_é_l_l)
x9 x x?2  xo-e\ 1 x x?
. .4 .2
- xgrpms_xl—l)rpmx_l_xl—l)rpmx_z — 5-0-0 =_§
lim (=6) — lim +— lim 5 ~6-0-0 6
xX——00 x——0o0 X x——0 X
. 5x%—4x-2 5 Ny Sx2—4x—2 . ,
Dado que el lim ———— = —-, lafunciéon f(x) = —-—— tiene una asintota
x——00 —6X“—Xx—2 6 —6x4—x—2
. 5 . .
horizontal en y = —=, como se muestra en la grafica anterior.

Situacion 3. El grado del polinomio del numerador “n” es mayor que el
grado del denominador “m”.
Ejemplo formativo 2.6

1. Calcula el lim Z2xP 43425

xX—+00 -x -3
Resolucion
Aplica el limite de un polinomio en el infinito.
En el numerador a,,=-2, n =2y en el denominador b,, = -1, m=1.
—2x2 + 3x + 25 lim (—=2x? + 3x + 25)
lim = X2t
x—+00 —x -3 lim (—x—3)
X—+00
—00
=—

Para cancelar la indeterminacién divide cada término del numerador y del denominador
. 1", 00 . ’ . . i . i
por la variable de mayor grado “x?”, luego, aplica los hmltesxl_{r%o =y lim

x—>$ooxn.
2x%> 3x 25 2 3 25
o —2x*4+3x+25 Tz tiztiz 0 Ttttz
lim = lim = lim
x—+o00 —x —3 xX—+o00 X 3 xX—+00 1 3
_ﬁ - ﬁ _x2—1 - x_z
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2 25 2 3 5

A im (-2-3)

X x2 x—+00 x x2
3 25

xl_l)g_noo( 2) + llm | < + h+oox_2 —24+0+0 -2

_1 — 3 T~ 0-0 0
xl—1>1:+-noo( x) xl—l>l:+-noo xZ
2
Dado que el llrp % =— %, se tiene una indeterminacion, por lo que el limite
X—>+00 AT

. . —2x?+3x+25
no existe, es decir, lim ————
X—+00 -x-3

Ademas, la funcidn f(x) no tiene asintotas horizontales, como se muestra en la grafica

—2y2
= 4o, dado que f—i = 2x > 0 cuando x — +oo.

anterior.

Los resultados de los Ejemplos formativos 2.4, 2.5 y 2.6 se pueden obtener sin
realizar todos esos procedimientos algebraicos. Para ello, es necesario demostrar el
siguiente limite.

lim (ax™ + ap_x™ 1+ -+ ay) = hm apx™
x—+oo

Ejemplo formativo 2.7
1.Sea f(x) = apx™ + a,_1x" ! + -+ + ay una funcién polinomial con a,, # 0.
Demostrar que el 11m (anx + ap_1x" 1+ 4+ ap) = lim a,x™.

x—)OO

Demostracion

Primero, expresa la funcidn f(x) de tal forma que se le pueda aplicar el limite lim xin
X—+00

paraneNykeZ.
f(X) = apx™ + ap_1x" T+ ay_,x" 2+ -+ ax + ag
— n n-1 n-2 4 ... n—(n-1) n-n
= apx™ + ap X"+ ap_x™ %+ -+ agx + agx
= X" + A XX+ Ay x™x T2 4 e+ agx™x T D o gxx

= x™(ap + a1 x 7+ ap_px 72+ 4 agxm D gpx™)

— n an-1 an—2 a1 ao

=X (an + x + x? xn-1 x")
Luego aplica el limite.
xl_i)rpoof(x) = xl_i)rpoo(anxn + A X"+ ap o x" + +agx + ayg)

: N P n an-1 an-2 ay Qo
lim f(x) = xl_l)r_l_;noox (an t——t Gttt +x")

x—+oo
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a

an-— an-— a
lim f(x) = lim x™- lim (a + It 24 -|-_°)
x"ioof( ) x—+too x—+o0 n x x2 x—1 XN

a,
lim f(x) = lim x"-( 11m a, + 11m 214 lim
x—+oo x—+oo

+o0 x>t X x—>+oo x2 x—4o00 xN—1 x—>+oo xT

lim f(x)= lim x"-(a,+0+0+--+0+0)
x—+oo x—+oo

. . n
xlirfoof (x) = xgrilrlwx (an)

lim f(x) = llm anx
xX—t oo

Por lo tanto

lim (ax™ + ap_x™ 1+ +ay) = hm apx™

xX—+oo

Ahora, aplica el resultado anterior al cdlculo del limite de una funcion
racional.

ApX™ + a1 x"V 1+t ag o apx"

im — im
x>t b x™ + @, x™m 14+ 4+ by x>too by x™

A partir del resultado del Ejemplo formativo 2.7, y el de los Ejemplos
formativos 2.4, 2.5 y 2.6, se obtiene la siguiente estrategia para calcular limites en el
infinito de funciones racionales.

Estrategia para calcular limites en el infinito de funciones racionales
Sea f una funcién racional definida por el cociente de dos polinomios.

P(x)  apx™ +an_x" '+ +ag
q(x)  bpx™ 4 @1 x™ 1+ -+ + by

fx) = , donde q(x) # 0.

“ II

1. Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador “m”,

entonces el limite es 0, en simbolos lilll f(x) =0. Hay una asintota
x—+oo

horizontal en y = 0.

2. Si el grado del numerador es igual al grado del denominador “m”,
entonces el limite es el coeficiente del término principal del numerador
dividido por el coeficiente del término principal del denominador, en

" /I

simbolos lim f(x) = a—”. Hay una asintota horizontal en y = Z—n

3. Siel grado del numerador es mayor que el grado del denominador “m”,
entonces el limite no ex1ste, en simbolos lirp f(x) = £oo. No hay asintotas
x—+o0

horizontales.
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A continuacién, aplica la estrategia propuesta para calcular limites en el

infinito de funciones racionales.

Evaluacion formativa 2.1

1. Decir qué significa:
a)x > —oo

b) lim f() =1

9 lim f(x) = —oo

2. Parala funcién 4 cuya grafica se muestra a continuacion, calcula lo siguiente.

a)
b)

c)

lim h(x)
x—>=7 ;

lim h(x) : /i
x-—1% .

lim h(x)

x—->-=1"

L_“

d) chi_rg h(x)

e) xligl_ h(x) : Il

| ]
E
. 1]
f) XIL%L h(x) +Et

y

—

Viv 'y

3. Usa el limite para determinar las asintotas verticales de las siguientes funciones.

1
X2

X

f) f(x) =Inx—3

) f)=-7  bBf@= ) f(x)

1
Vx2-1

Vs

9 —s2

a) f(x) =

1) g(s) =

Dh(s) =%

g) h(r) =

k) f(r) =

x%2 -1

2r+3

r—

r2-3r+6
T2 —12r + 20

x
x2 —4

d) fx) =

t+2
t2 -4

h) g(t) =

1
x3+1

Dfx) =

4. Explica por qué las asintotas horizontales pueden intersecar mas de una vez a la
representacion grafica de una funcion.
5. Aplica el limite en el infinito para determinar las asintotas horizontales (si
existen) de las siguientes funciones.
x 4t 5% —2s
a) f(x) = — b) g(t) = — ) h(s) = —;
4t — 10 1 x2
HfO) =55 e) h(t) = — 7o B =m5
—s* +35-92 3t . 35 — 65+ 4
8 f()= 5w h 9 =57 D))= o
. t?2 —5t-9 x% +x3 +x —3t*—2t+1
j) 9@ = 2t* + 3t3 k) h(x) = x®+x2+1 D h(®) = —4t5 —t2 +t

45



—6ex* +x%2+1

m) f(x) = 2t —

3s3 +4s2 —s+1 x%+3x-1

fi) h(x) = T

n) g(s) =

x -s2+1

6. Utiliza la grafica de la derecha para

determinar los siguientes limites: SRR S L[

a) lim f(x)

b Jim /) j (

7. Traza la representacion grafica de una funcidon y = f{x) que satisfaga las siguientes

condiciones.

lim f(x) = 4o lim f(x) = 4o lim f(x) = —o0 lim f(x) =4
xX——00 x—=2" x—--2% x—+00

La importancia del limite no solo radica en explorar el comportamiento de
una funcion en un punto o en el infinito, pues, son la base en el estudio de las
funciones continuas, funciones cuya caracteristica principal es que se pueden trazar
sin despegar el lapiz de la hoja, de lo contrario, la funcién se clasifica como
discontinua, es decir, presenta un hueco, un salto finito o un salto infinito. Las
funciones continuas se estudian en la siguiente progresion de aprendizaje.
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PA 3. Funciones continuas
Analiza la continuidad de funciones en puntos especificos, distinguiendo entre los
tipos de discontinuidades y sus implicaciones en el modelado de fendmenos.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al aplicar
procedimientos  algoritmicos  propios  del
pensamiento matematico en la resolucién de
problematicas tedricas y de su contexto.

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de
afirmaciones acerca de situaciones, fendOmenos o
problemas propios de la matematica, de las ciencias
o de su contexto.

M2-C3 Construye un modelo matematico,
identificando las variables de interés, con Ila
finalidad de explicar una situacion o fenémeno y/o C
resolver un problema tanto teérico como de su
entorno.

> | 0O » | O »

Actividad diagndstica 3.1

Selecciona la respuesta correcta.

1

1. Dada la funcién f(x) = ;cudl es el dominio de la funcién?

x-5
a) (—,5) U (5,+) b)(—c0, +o0) c) [5, +0) d) (=0, 5]
2. Dada la funcién f(x) = zxx_+31, (cudl es el valor de f(3)?
a) 7 b) 5 c) 0 d) fno esta definidaenx = 3
3. ;Cuél es el valor del limite lim X o,
x—-2 X—2
a) 2 b) 4 0 d) No existe

Continuidad en un punto

En el estudio de las funciones numéricas, el concepto de funciéon continua es muy
importante y util. Estas funciones tienen generalmente un comportamiento "suave",
sin saltos ni interrupciones, lo que las hace ideales para describir situaciones del
mundo real.
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Te preguntaras, ;qué es una funcion continua? Imagina que estas dibujando
una linea sin levantar el lapiz del papel. Esa linea representa una funcion continua.

En otras palabras, una funcién continua es aquella que puedes dibujar de un
solo trazo, sin "saltos" ni "huecos".

Para entender mejor qué es una funcion continua, pensemos en el llenado de
una piscina con una manguera.

La variable independiente x es el tiempo transcurrido desde que empezamos
a llenar la piscina. La variable dependiente y es la cantidad de agua en la piscina.

Al graficar la siguiente situacion obtendras
una funcién continua:
e Al inicio (x = 0), la piscina esta vacia

Nivel del agua
(litros)

(y =0).
e A medida que pasa el tiempo, el nivel

de agua aumenta de manera constante. >
e Obtienes la grafica de la derecha, que es Tiempo (minutos)

una linea recta que sube suavemente, sin saltos ni interrupciones.

Esta es una funcion continua porque:
e Podemos dibujar su grafica sin levantar el 1apiz del papel.
e Para cada momento en el tiempo, hay una cantidad correspondiente
de agua en la piscina.
e No hay "saltos" repentinos en la cantidad de agua.

Matematicamente, podemos expresar esta funcion como y = kx.

Donde:
e yeslacantidad de agua en la piscina (en litros).
e xesel tiempo transcurrido (en minutos).
e keslatasa dellenado (litros por minuto).

Esta funcion es continua para todos los valores de x > 0, lo que significa que
podemos calcular la cantidad de agua en la piscina para cualquier momento desde
que empezamos a llenarla.

Definicion de continuidad en x = ¢

La funcion f es continua en el numero real ¢, si: y =)
i) f(c) estd definidaen x=c, Ne)=L-
i) }Cl_r)rg f(x) existe, y

i) lim £ (x) = £ (c). Y
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Si una de las condiciones de la definicion de continuidad en el punto no se
satisface, se dice que la funcion es discontinua en x = ¢. Esta discontinuidad en x = ¢

puede ser:
a) Evitable b) De salto finito no ¢) de salto infinito no
evitable evitable
¥y ¥
y=A9) 1
fle) no definida o - fc) no defiida
/
v ‘ c X

Al explorar el limite de f(x) cuando x—c¢, hacemos énfasis en los valores de f
cercanos a ¢, en vez de lo que le sucede a la funciéon en x = c. En el caso de la
continuidad de una funcién en un punto, si hacemos énfasis en lo que le sucede a f
en x = ¢, es decir, se explora el comportamiento de fen x = c para ver si se satisface la
condicion 361_1)13 f(x) = f(c).

A partir de la representacion grafica de la Actividad formativa 3.1,
determinamos si la funcion a trozos y= g(x) es continua en
x=-3,-2,-10,1,2,3.

e ;Cuadles de estos valores de x pertenecen al dominio de g?

e ;En cudles g es continua?

e Siun valor de x estd en el dominio de g, ;jes condicion suficiente para que sea
continua en dicho valor?

Una condicidn necesaria para qué g sea continua en x = —3,-2,—1,0,1,2,3,
es que dichos valores estén en el dominio de g, es decir, que g(—3), g(—2), g(—1),
g(0), g(1), g(2) y g(3) estén definidos, pero esto no es suficiente. Veamos si la
existencia del limite en un punto es condicion suficiente para asegurar la
continuidad degenx = -3,-2,-1,0,1, 2, 3.

e En cudles de estos valores de x existe el limite?
e En cudles g es continua?
e Si el limite de g existe en un valor dado de x, ;es condicion suficiente para que
sea continua en dicho valor?
Otra condicion necesaria para que g sea continuaen x = —3,—-2,—1,0,1,2,3,
es que el limite exista en dichos valores de x, pero esto tampoco es suficiente.

Entonces, qué otra condicién se necesita para que g sea continua en
x =—-3,—-2,—1,0,1,2,3. Para darle respuesta, identifica los valores de x en los que
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se satisface que el ii_r)rég(x) = g(c). Esta condicién implica que g(c) esta definida y

que el }Cl_rg 9 (%) existe.

A continuacidn, determinaremos la continuidad de una funcién en un punto
a partir de la representacidn algebraica.

Ejemplo formativo 3.1

1. Verificasi g(x) = sen x es continua en x = 0.

. (e . . V1
2. Verifica si f(x) = tan x es continua en x = >

Resolucion

1. Verifica si g(x) = sen x es continua en x = 0.

Aplica la definicion de continuidad.
e g(0)=sen0= 0, g(0) esta definida.
o }Ci_l;% gx) = }Ci_r% sen x = sen 0 = 0, el limite existe.
o limg(@) = g(0)

Por lo tanto g(x) es continua en x = 0.

2. Verifica si f(x) = tan x es continua en x = g
Aplica la definicion de continuidad.
o f (g) = tan %, f (g) no esta definida.

Por lo tanto f(x) no es continua en x = g

Discontinuidad removible y no removible

Las funciones presentan tres casos de discontinuidad en un punto: discontinuidad
evitable (removible), discontinuidad de salto finito y discontinuidad de salto infinito
no evitables (no removibles).

Ejemplo de discontinuidad removible en un punto.

Una fabrica de papel utiliza una maquina especializada para producir rollos de
papel. Su eficiencia varia segun la velocidad de produccion. La fabrica necesita
calcular la eficiencia para optimizar sus costos. La velocidad de produccion se mide
en metros por minuto (m/min), la eficiencia se mide en porcentaje y la maquina tiene
un rango de operacion de 1 a 100 m/min.
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Los ingenieros han determinado que la eficiencia de la maquina se puede
modelar con la siguiente funcion:

v? — 400 } E(v)
m,para v # 20

E(v) =
E(v)=v+20

)

;
0

Donde E(v) es la eficiencia en porcentaje y
ves la velocidad de produccion en m/min, cuya
grafica se muestra en la figura de la derecha.

Eficiencia (%

La funcién E(v) calcula la eficiencia para la v

-

mayoria de las velocidades sin problemas. Sin 0 Velocidad de produccién (n‘u"nm"lj——
embargo, cuando v = 20 m/min, la funcién no se

puede calcular directamente porque el denominador se hace cero. En la practica,
sabemos que la maquina debe tener una eficiencia cuando opera a 20 m/min. Si
simplificamos la funcion algebraicamente, obtenemos:

” )_v2—400
V)= 020

Lo anterior sugiere que la eficiencia a 20 m/min deberia ser 20 + 20 = 40%.
Por lo tanto, podemos evitar la discontinuidad definiendo E(v) = 40%, asi,

=v + 20,parav # 20

v? — 400 _ 20 20
E(U): W—U-F ,paravi

40%, parav = 20
Ejemplo de discontinuidad no removible con salto finito en un punto.

Retomamos el ejemplo del llenado de la piscina. Si estds llendndola normalmente,
pero de repente, a los 50 minutos de llenado, viertes de golpe 1,000 litros adicionales
de agua a la piscina:

e Hasta antes de t = 50 minutos, la

A /
funcion es continua y crece g . :
£ Adicidn repentina
constantemente. = de 1,000 litros
e Ent = 50 minutos exactamente, hay =
=
un salto finito en la grafica. T
2
e Después de t = 50 minutos, la - >
funcién contintia creciendo de forma Tiempo (minutos)

constante desde el nuevo nivel.

En este escenario con discontinuidad, la grafica anterior tiene un "salto finito"
o cambio abrupto en t = 50 minutos, por lo que no puedes dibujarla completa sin
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levantar el lapiz. En esta situacion del llenado de la piscina, la grafica de la funcion

representa el caso de una discontinuidad de salto finito no removible.

A continuacion, puedes ver de forma grafica los tipos de discontinuidad de
una funcién en un punto.

Discontinuidad evitable. Una funcién f como la de las siguientes graficas,
tiene una discontinuidad evitable (removible) en x = ¢, si el limite existe, pero f{(c)
no esta definida o esta desplazada hacia arriba o hacia abajo.

En la figura de la
derecha hay un hueco
enx=c

f(c) no esta definida
lim f(x) existe
X—C

Ty En la figura de la
1_=£‘3_ derecha hay un hueco y
. et un punto desplazado en
4 x=c
/ ¢ x f(c) esta definida

lim f(x) existe
X—-C

lim £ (x) = f(c)

“IT
v =fx)
L o>
Aot 7
y X

Discontinuidad inevitable de salto finito. Una funciéon f como la de las
siguientes graficas, tiene una discontinuidad inevitable (no removible) de salto finito
en x = ¢, si los limites laterales son diferentes (el limite no existe) esté o no definida

f©).

En la figura de la
derecha hay un
salto finitoen x =c¢
f(c) no esta
definida
}Ci_r)ré f(x) no existe

v o En la figura de la il
: v=Afx) ~
" _~ derecha hay unsalto  fi¢) = M
) ’: finitoenx =c I
L Pl f(c) esta definida .
. lim f (x) no existe T
! - X—C
i

¢

Discontinuidad inevitable de salto infinito. Una funcién f como la de las
siguientes graficas, tiene una discontinuidad inevitable (no removible) de salto

infinito en x = ¢, si al menos uno de los limites laterales tiende a +c0 0 —oo (el limite

no existe).
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En la figura de la v En la figura de la Y ﬁ
derecha hay un j derecha hay un salto II I|
salto finitoenx=c < ¢ - finitoen x = ¢ [
f(c) no esta e f(c) esta definida - / J \ x
definida f// Ll_r)ré f(x) no existe 1* ( \___,
}Ci_r}g f(x) no existe v Y -

A continuacion, se muestra un ejemplo formativo de una funcion que tiene
una discontinuidad evitable en x = c.

Ejemplo formativo 3.2

2x — 3, x>1
—x?-2x+2, x<1
la discontinuidad de ser posible.

1. Verifica si h(x) = es continua en x = 1, vy si no, remueve
y

Resolucion

La funcién h(1) no esta definida, por lo tanto h(x) es ) /
discontinua en x = 1. / x

De la grafica de la derecha, la funcién h(x) tiene un
hueco en x = 1, por lo que la discontinuidad puede ser J
removida, definiendo h(1) = —1.

2

Verifica la definicion de continuidad.

e h(1)=-1.
e lim h(x) = lim h(x) = —1, en consecuencia lim h(x) = —1. El limite existe.
x—-1~ x—-1t x-1

e limh(x) =h(1)

2x — 3, x>1
Para que h(x) sea continua en x = 1, se redefine h(x) = {—x? —2x +2, x<1
-1, x=1

Ahora, mostramos un ejemplo de una funcion que tiene una discontinuidad
inevitable de salto finito en x = c. En este tipo de funciones el limite no existe, en
consecuencia, son discontinuas en x = c.

Ejemplo formativo 3.3
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ex 1 x <2

log(x —1), x=>2
discontinuidad de ser posible.

1. Verificasi f(x) = { es continua en x = 2, y si no, remueve la
Resolucion
Aplica la definicion de continuidad:

e f(2)=1log (1) =0, f(2) esta definida.
. lirgl_ f(x)=ey lirgf(x) =log (1) = 0, es decir,
X— X—

el lin; f(x) no existe.
xX—
Por lo tanto, como se observa en la grafica de la derecha, f(x) es discontinua en
x = 2.
Dado que lir?_ fx)=ey lirgl+ f(x) =0, la funcion f tiene una discontinuidad
x— x—

de salto finito en x = 2 que no puede ser removida.

Por ultimo, el siguiente ejemplo corresponde a una funcion que tiene una
discontinuidad inevitable de salto infinito en x = c. En este tipo de funciones el limite
no existe, en consecuencia, son discontinuas en x = c.

Ejemplo formativo 3.4

3x — 4
3x2+2x -8
discontinuidad de ser posible.

1. Verifica si g(x) = es continua en x = -2, y si no, remueve la

Resolucion

Aplica la definicion de continuidad: i 2
_ 3(=»-4 _ -10

9(=2) = 3(=2)242(-2)-8  12-12

esta definida, en consecuencia, la funcién g es discontinua
en x = —2, como se observa en grafica de la derecha. { -

= —%. Por lo que g(—2) no

Luego, como el lirr; f(x) =—ooy lirr% , f(x) = +0oo, se concluye que la funcion
x—— x——

g tienen una asintota vertical en x = —2, por lo que esta tiene una discontinuidad
de salto infinito no removible.

En los Ejemplos formativos 3.3 y 3.4, el limite de la funcién no existe en el
valor de x = ¢, por lo tanto, las funciones son discontinuas en dicho punto, y la
discontinuidad no se puede remover.
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Continuidad en un intervalo

La continuidad de una funcion en un punto se puede generalizar a un intervalo
abierto, cerrado o semiabierto.

Un intervalo abierto es un conjunto continuo de ntimeros reales que no
contiene sus puntos extremos y se representa como (4, b), paraa, b € R.

Un intervalo cerrado es un conjunto continuo de nimeros reales que contiene
sus puntos extremos y se representa como [a, b], paraa, b € R.

Un intervalo semiabierto es un conjunto continuo de nimeros reales que
contiene solo uno de los puntos extremos y se representa como [a, b) o (4, b], segiin
sea el caso, paraa, b € R.

Para que una funcion sea continua en uno de estos intervalos, debe satisfacer
la definicion correspondiente al tipo del intervalo.

Definicion de continuidad en un intervalo abierto rgT

Una funcién f es continua en un intervalo 1
abierto (a, b), si es continua en cada punto del fa)-
intervalo.

QA<---
b\ﬂ——————__
=y

Definicion de continuidad en un intervalo cerrado

Una funcion f es continua en un intervalo y = fix)

cerrado [a, b], si es continua en cada punto del Ab)
intervalo (a, b), ademas, el lim_f(x) = f(a) y el fla)
x—-a

lim £() = £(b). S

>
=y

Definicion de continuidad en un intervalo semiabierto
Una funcion f es continua en un intervalo semiabierto [a, b), si es continua en

cada punto de (a,b) y elxlircrll+ f(x) = f(a).

Una funcion f es continua en un intervalo semiabierto (a, b], si es continua en
cada punto de (a,b) y el lirlr)1_ f(x) = f(b).
X—
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Ejemplo formativo 3.5

x%2 -9

1. Verifica si f(x) = es continua en (—, 3).

x-3
Resolucion

El dominio de f es R — {-3}.

El intervalo (—o0,3) € Dy (dominio de f).
x*2 -9

x — 3

flx) = =x+3,x#3

Luego, la funcién f(x) = x + 3 es continua en R - {-3}.

Por lo tanto, la funcién f es continua en cada punto del intervalo (—oo, 3).

Ejemplo formativo 3.6

2, —3<x<-1

es continua.
X241 —-1<x<?2

Determina los intervalos en los que g(x) = {

Resolucion

El dominio de g es [—3,—1) U (-1, 2].

La funcidén g es continua en cada punto de los intervalos (—3,—1) y (—1, 2).
Continuidad en x = —3: ng+g(x) = xgzn3+ 2=2=g(-3).

Continuidad en x = —1. Tenemos que g(—1) no esta definido, por lo que g no es
continuaen x = —1.

Continuidad en x = 2. lim g(x) = lim (x2+ 1) = limx? + lim 1 =5 = g(2).
xX—2~ xX—2~ X—-27 X—27

Por lo tanto, la funcion g es continua en los intervalos [-3,—1) y (-1, 2].




Evaluacion formativa 3.1

1.

6.

Con base en la siguiente grafica, indica los valores en donde la funcién # es
discontinua y el tipo de discontinuidad que presenta.

o/

Y

La funcidén f(x) = —3, para x =5, jes continua en x = 5?
¢Qué condiciones debe satisfacer una funciéon para que sea continua en un
punto?
Las funciones polinomiales, ;son continuas en cada uno de sus puntos? ;Por qué?
Si se conoce el dominio de una funcion, jes posible determinar si es o no continua
en un punto dado? Justifica
Explica si cada una de las funciones cuyas graficas se muestran a continuacion es
continua o discontinua. Justifica tu respuesta.
a) A b) c) d)
.‘ v v 'y v
. - - * T - .
f.r'/ \\._ \\ ;.1-/ * -
/ ' \ O——» \ \ Y /
-q—a——-—;- < - - > - —
-
v Al v
Determina si las siguientes funciones son continuas en x = —1.
2
x“+2x+3, x#+ -1 1
a) f(x)= ’ b) h(x) = =
) 1= { rEl ) h(o) =1
3, x = —1 1
c) h(x) = { L d)gx) =—
VRO = 1 x < -1 ) 9() = —
x%2-1
e)f(x) = vx+3 f) h(x) = —

Esboza una representacion grafica de una funcién f que satisfaga las siguientes

condiciones:
e Su dominio es (- 10, 5].
. f-3)=f(-5)=5, f2)=-1.

e Tiene una discontinuidad evitable en x = 0.
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¢ Tiene una discontinuidad evitable en x =1 con un punto desplazado en (1, 3).
e Tiene una discontinuidad no evitable de salto infinito en x = — 4.
e Tiene una discontinuidad no evitable de salto finito en x = 2.

9. Representa de manera grafica cada una de las siguientes funciones, luego
determina los puntos de discontinuidad, y si es removible, redefine la funcién

para que sea continua.

a) f(x) =5,

b) g(x) = ——

O h(r) = T

d) f(£) = 5—

e) g(s) = ——

10. Verifica si las siguientes funciones son continuas en el valor indicado y si
presentan discontinuidad removible o no removible.

x <4
a) f(x) = {x +1 x>4,enx—4.
s2-25
b)g(s)—{ ) $F =5 ,ens = —5.
= -5
-5t+6
C)h(S)—{ 12’t¢ 43 ent =—4,3.
5, t=3
{ —-x, x<0 enx = 0
senx, x>0 -
11. Determina los intervalos de continuidad de las siguientes funciones.
x2-9 x+2, x<2 x?, x<1
) FO= T D= {55735 orw - 2, x> 1
) X =

Estudiar las funciones continuas va mas alla de verificar si una funcion es
continua en un punto o en un intervalo, pues, permiten de entre las funciones
continuas, en las siguientes progresiones, estudiar aquellas que son derivables. El
concepto de derivada estd basado en el de limite, como lo veremos en la siguiente

progresion.
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PA 4. Derivadas de funciones algebraicas

Interpreta el concepto de derivada, aplicindolo a funciones algebraicas y
construyendo las reglas de derivacion para operaciones basicas (suma, resta,
producto, cociente) y funciones potencia.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M2-C2 Desarrolla la percepcion y la intuiciéon para

generar conjeturas ante situaciones que requieran
explicacion o interpretacion.

M3-C4 Organiza los procedimientos empleados en
la solucién de un problema a través de argumentos

formales para someterlo a debate o evaluacion.

I N »|@m 0 » - 0 »

Evaluacion diagndstica 4.1
Analiza y selecciona la opcidn correcta en cada pregunta.

1. Dada la funcion f(x) = 3x* — 2x , ;cudl es la expresiéon que le corresponde a
f(x + h)?

a) 3x2 — 2x + 3h? — 2h b) 3x? + 2x + 3h% + 2h
c) 3x% — 2x + 6hx + 3h? —2h  d) 3x? + 2x + 6hx + 3h* + 2h

2. ;Cuadl es la expresion que representa al binomio de Newton?

a) (a+b)" b) e* —x x"+yt=2z" d a"-
bn
2
3. ¢Cual es el valor del lim w ?
x->—-2 XxX°—4
a) No existe b) 0 c) —6 d)3/2
2
4. La funcion f(x) = %, en x = —2, ;qué tipo de discontinuidad tiene?
a) Inevitable de salto finito b) Evitable o removible
¢) Inevitable de salto infinito d) No hay discontinuidad
5. ¢Cuél es el valor del lim f_3 ?
X— -
a) No existe b) 0 )9 d)1/6
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Célculo de las tangentes y concepto de derivada
V4

En Pensamiento Matematico III, se hace referencia a la recta
secante S como la recta que corta en dos puntos P1y Pz a la
grafica de la funcion y la recta tangente como aquella que X
comparte solo un punto P: con la funcion, dicho punto se
denomina punto de tangencia (ver figura de la derecha).

0

Una de las caracteristicas principales de
una recta es su pendiente m. La pendiente de
una recta es un valor numérico relacionado
con la inclinacién de dicha recta.

La obtencion de la pendiente de una
recta secante en la curva de una funcién es facil
de obtener porque se conocen dos puntos de
referencia (ver figura de la izquierda):

Y2—W1
m=-——-
X2 — X

.Como obtener la pendiente de una recta tangente si sdlo se conoce un punto?

Leibniz, llamado por muchos el padre del Calculo Moderno, en 1684 propuso un
meétodo general para encontrar las tangentes a una curva a través de lo que €l llamé
“diferenciales” o “simbolos diferenciales”. El método de Leibniz fue revolucionario
porque proporcion6 una manera sistematica y general de encontrar tangentes a
cualquier curva, algo que antes solo se podia hacer para casos especificos y con
métodos mucho mas complicados.

Para desarrollar un método para encontrar el valor de la pendiente de una
recta tangente a la curva de una funcién en un punto, se debe observar que, al hacer
diversas aproximaciones de rectas secantes, se logra una muy buena estimacion de
la pendiente de la recta tangente en dicho punto.

Enla figura de laizquierda se puede observar
que el punto P2 se aproxima cada vez mas al punto
Pi1, hasta parecer que ambos ocupan la misma
posiciéon. Sin embargo, no debemos asumir que
realmente coinciden. ;Cémo puede expresarse este
comportamiento en términos matematicos?
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Al aproximarse el punto P, al punto P; las pendientes de las rectas secantes
_Y2=)1

m
S X2—X1

se aproximan a la pendiente de la recta tangente mr, lo cual se expresa

matematicamente de la siguiente manera:

Se sabe que y; = f(x1) y y, = f(x;), entonces
- fx2) = ()

my = li
Xp2—>X1 x2 - xl
También se puede expresar el incremento de la variable independiente x
como la diferencia entre sus valores en los dos puntos y expresarlo matematicamente

como:

Ax = x; — x4, que, al sustituirse en la ecuacion de la pendiente, se tiene:

_ fx3) = fx1)
mr= 2% Ax

Para simplificar y representar la expresion en un solo punto, se puede
considerar que x, = x; + Ax, y la funcidon puede expresarse como f(x;) = f(x; +
AX). v A

Del comportamiento de las rectas secantes se \
puede ver que Ax tiende a disminuir cuando el punto P

se acerca cada vez més al punto Pi, sin llegar a tocarlo 1 ~/%) T

(ver figura de la derecha). Matematicamente se expresa 0
como Ax — 0.

Esto significa que la posicion limite de la recta secante es la recta tangente a
la curva en el punto en cuestion.

. flx +Ax) — f(x1)
my = lim
Ax—0 Ax

Si consideramos ahora un punto cualquiera de la curva, este limite (el cual
genera otra funcion), representa la pendiente de las diversas rectas tangentes a la
grafica de la funcién y se le conoce comunmente como la derivada de la funcién,
misma que en honor a Leibniz se puede representar matematicamente como:

e Ay g fA)—f (%) . e — Yy ) ()
fe) = dx Alp}cr—r}o Ax , 0 bien, f(x) = dx }E}(l) h
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Definicion de derivada de una funcion y = f(x)

La funcién derivada de la funcién f(x) representada por f'(x), es

Ax

. Qi JxHAX)—f(X) . , e flx+h)—f(x)
FG) = Jim E=EE, obien, f(6) = lim SR

si el limite existe para todo x de su dominio.

La derivada de una funcion y = f(x), tiene diferentes representaciones,
como:
dy Df (x)

Y, f'(x), I’ T

Como ya conoces de Pensamiento Matematico III, la derivada tiene una
interpretacion fisica muy importante, especialmente en el contexto del movimiento:
la velocidad instantanea. Si consideramos una funcion que describe la posicion de
un objeto en funcidn del tiempo, la derivada de esta funcidn con respecto al tiempo
da la velocidad instantdnea del objeto. Es decir, la derivada indica qué tan rapido y
en qué direccion se estd moviendo el objeto en un instante especifico.

Dy

Célculo de derivadas de funciones aplicando la definicién de derivada

Para calcular derivadas de funciones aplicando la definicién de derivada, se utiliza
[+ —f(x)

p , que también es llamada regla general de

la féormula: f'(x) = lim
h—0
derivacion.

Este proceso de derivacion puede hacerse siguiendo las reglas de la formula
como una sola expresion, o bien puede realizarse por pasos y aplicar lo que algunos
textos le llaman la regla de los cuatro pasos y que se resumen de la siguiente manera:

Paso 1. Calcula f(x + h).
Paso 2. Calcula la diferencia f(x + h) — f(x).

f(x+h) = f(x)
—
flx+h) - f(x)
—

Paso 3. Calcula el cociente

Paso 4. Calcula el limite }lirr(l)

Si el limite anterior existe, puede decirse que la funcion es derivable y su
derivada es

f(x) = lim

fe+hm)—fk)
h
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Ejemplo formativo 4.1

1. Calcula la derivada de la funcién f(x) = x? — 4x + 3.
Resolucion
Con la regla de los cuatro pasos, se tiene:

Pasol. f(x +h) = (x+h)> —4(x+h) +3 =x*+2hx + h* —4x — 4h + 3
Paso 2. f(x + h) — f(x) = x® + 2hx + h? —4x — 4h + 3 — (x* — 4x + 3)

=x’+2hx +h?® —4x —4h + 3—x% + 4x — 3
= 2hx + h?> — 4h

3 f(x+h)—f(x) _ 2hx+h?-4h _ h(2x+h—4)
) h - h - h

[EIMTD _ Yim2x + h — 4) = 2x — 4
h h-0

=2x+h—4

Paso
Paso 4. lim
h—0

La derivada de la funcidn f(x) = x% — 4x + 3, con respecto a x, es f'(x) = 2x — 4.

Esta nueva funcion representa las pendientes de las rectas tangentes a la curva
de la funcién y su valor en cada punto es variable, porque también depende del valor
de x. Estos cdlculos pueden utilizarse para hacer un andlisis de la grafica de la
funcién.

(Qué valor de x hace que la pendiente sea cero ( f'(x) = 0)?
f'(x) = 2x —4 = 0, al despejar el valor de x, se tiene 2x —4 =0, x = 2.
En x = 2 la pendiente de la tangente a la curva es cero.
(Como se interpreta en la grafica de la funcion?

En la figura de la izquierda puede observarse que la
recta tangente a la curva en x =2 es m =0 y en ese
punto de la funcidn la recta tangente es paralela al eje de
las x, ademads para esta funcion cuadratica en particular,
es el valor de la abscisa del vértice de la parabola.

(Como se obtienen las pendientesm = -2 ym =27?

Estas pendientes se obtienen con los valores de x de los puntos correspondientes
sustituidos en la ecuacion de la derivada de la funcion:

En x =1, se tiene que m = (1) = 2(1) — 4 = —2, la pendiente es m = —2.
En x = 3, se tiene que m = f'(3) = 2(3) — 4 = 2, la pendiente es m = 2.
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Ejemplo formativo 4.2
1. Calcula la derivada de la funcién f(x) =

Resolucion
Con la regla de los cuatro pasos, se tiene:

x%2-3
4x

_ (x+h)?-3 _ x%+2hx+h?-3
Paso 1. f(x +h) = 4(x+h)  4x+4h

x*42hx+h*-3  x*-3 _ (x®+2hx+h?-3)x—(x*-3)(x+h)

Paso 2. f(x+h) — f(x) =

4(x+h) 4x 4(x+h)x
_ (x® + 2hx? + h®x — 3x) — (x® — 3x + x*h — 3h)
B 4(x + h)x
_ x7 +2hx® + h?x — 3x — x” + 3x —x’h + 3h
B 4(x + h)x
_ 2hx* + h?x —x*h + 3h
B 4(x + h)x
FOeth)—F () 2hx?+h®x—x*h+3h S 42 Zhesh  halehx—x?e3)
x+h)—f(x) _ 2(x+h)x __ 2hx*+h®x—x’h+3h _ X°+hx—x°+3)
Pajo 3. , b - h - 4(x+h)xh T a(x+h)xh
(2x*+hx—x*+3)
4(x+h)x
. fleth)—-f(x) . (2x%+hx-x?+43) _ x%43
Paso 4. }113(1) T ho0  4lx+h)x T oax2
2_ 2
La derivada de la funcion f(x) = x4—x3, con respecto a x, es f'(x) = x4x+23.

Derivada de funciones algebraicas

En Pensamiento Matematico III estudiaste las reglas fundamentales que te
permitieron calcular derivadas de manera mads eficiente, sin tener que recurrir
directamente a la definicion. Estas reglas de derivacion simplifican el proceso de
diferenciacion, evitan tener que utilizar la definicién de derivada en cada caso y
facilitan el calculo de derivadas de funciones algebraicas y trascendentes. También
demostraste que:

d , d _
= (c) = 0, sic es constante y L) =1
Ejemplo formativo 4.3

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
a)f(x) =3, b)f)==5 of() =3, d)fx) =7, e)fx)=m

Resolucion
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IE@=0 HECH=0 0E()=0 9 ZMM=0 o Lw=0

dx \3

La derivada de la funcion potencia de base “x”, f(x) = x", con n natural
Apliquemos la definicion de derivada

1) f(x+h)=(x+h)" (binomio de Newton)

n(n — 1)x"2h?
(x+h)"=x"+nx""1h+ ( 2) + 4+ A"

n(n-1)x""2n?

2) fx+h) —f(x)=x"+nx""th+ + o+ AT — "
_,  nm—1)x""?h?
=nx"""h+ + -+ A"
n—2,2 2
3 f+h)—f(x) nxn‘1h+n(n_1)+h+---+h" _ h[nx™ '4+n(n-1)x""2h+--+h"|
) h - h - h
_,  nm—=1)x""?h
=nx"1 4+ > + -4+ R
— _ n—2
4) klnéw ] ’lllr% (nxn_1 + M + cee _|_ hn) e nxn_l
d
. (x™) = nx™?

La derivada de una funcidn potencia con base x es igual al producto del
exponente por la base elevada al exponente menos uno.

Reglas de derivacion de funciones algebraicas basicas

Regla de la derivada del producto de una constante por una funcion

La derivada de una constante por una funcion es la constante multiplicada por la
derivada de la funcion.

[ef (] = cf'(x)

Ejemplo formativo 4.4

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a)y=x b)y = 4x Qy=-2x d)y =ax e)y=§
Resolucion
a)y =<(x)=1 b)y = (4x) = 4(1) = 4 )y ==(=2x) =
—2(1) = -2

dy ==(@)=al)=a oy ==(5=11)=3
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Ejemplo formativo 4.5

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = 3x? b) f(x) = 4x® c) f(x) = 5x* d) f(x) = 6x°
&) f() =112 fy = —4x® gy =2 h)y = ax®
Resolucion
a) f'(x) = 6x b) f'(x) = 12x? o) f'(x) = 20x3
d) f(x) = 30x* e) f'(x) = 110x° f)y' = —-4(3x?%) =
—12x2
g)y = %(4x3) = % h)y' = a(6x®) = 6ax®

Ejemplo formativo 4.6

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

Af®=x*  bf@=- AfD =2  Df@=5 e
fG) =5
Resolucion

/ — -4\ — -5
a) f'(x) = (x7)" = —4x
En muchas ocasiones estas potencias se presentan como expresiones en forma de
cocientes, que deben convertirse en potencias con exponentes negativos, de acuerdo

con la propiedad (xin = x‘").

()= L= =

x3 dx x%
A= Ly )= —x2=-21
C) dx(x)_dx (x )_ x T x2
(224X (x2) = 4(—2x"3) = -2
d) dx(xz)_4dx(x )_4( 2x )_ x3

92(E)- Q200 -Qcen=-2

Ejemplo formativo 4.7

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) ) =x*  b) f() =Vx OfW =Y &) fe) =V
) f)=Va5 ) f()=6Vx? 9f0 =75 MW=
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Resolucion
a) f'(x) = (x3/2) 3,3/2-1 — le/z

Generalmente, estas potencias se presentan como expresiones irracionales
(radicales), que deben convertirse en potencias con exponentes fraccionarios, de
acuerdo con la propiedad (Vx™ = x™™).

_ 4 oa/2y 1 12 __ 1 1
dx(x )—2x T ooxl/2 T 2x
d3 _d 13 _1 _23_ 1 _ 1
)_\/}—_(x/)—gx / T 3x2/3  33/x2

d)—‘{/_ x(ﬁ“)z%x‘”“z%

4
4( 5/4_ _ 5 1/4, _ 5 \/;
—_— X =-X —_— —_—
e) dx ( ) 4 4
3 d 2 4 4
) Le¥x? = 6L (x2/3) = 6(—x‘1/3) - _ 2
) dx dx ( ) 3 x1/3  3x
En muchas ocasiones, se presentan funciones irracionales como cocientes con
radicales en el denominador. Estas deben convertirse en potencias con exponentes
. . . 1 -
fraccionarios, de acuerdo con las propiedades (Vx™ =x™") y (x_n =X "),

combinadas.

d 1 _2/3 _ - _5/3 _ 2 - _ 2
8) & (3\/_) dax )= 3x5/3 33/x5

d 1 - - 5
b dx(v_s) ) e

Regla de la derivada de la suma de funciones

La derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de
cada funcion.

[f(x) + 9] = f'(x) + g'(x)

Como estudiaste en Pensamiento Matematico III, esta regla es valida para la
suma de cualquier nimero de funciones. Por ejemplo, para tres funciones f, g y h:

[F(0) + g@) + h()] = [(fC) + 9(0)) + RG] = [ () + g()]' + k' (x)
=f'() +g'(x) +h'(x)
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Regla de la derivada de la diferencia de dos funciones

La derivada de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de las
derivadas de cada funcion.

[f(x) —g@)] =f'(x) —9'(0)

Ejemplo formativo 4.8

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) = 3x3 — 4x2 + 10 b) f(x) = 3x2 +3x+3+>+—
Q) () = (2x* — 5 +8Va7 — 1)

Resolucion

a) = (3x® —4x? + 10) = 3(3x%) — 4(2x) + 0 = 9x% — 8x

2 3,3\ _4d 2 -1 -2
b) (3x +3x+3+x+x2)—dx(3x +3x+3+3x"1+3x72)

d
dx
6

3
=3(2x) +3+0+3(—xA)+3(-2x3) =6x+3-—=—-—
X X

0 Lzt -L+8Va—1) =2 (22t —4x3 +8x7/4 - 1)

7 12
=8x> —4(-3x7*) +8 (ZX3/4) —0=8x%+ pris 145 x3

La derivada de funciones algebraicas que son simplificables

En muchas ocasiones se pide derivar funciones que pueden ser tratadas con técnicas
matematicas que permiten simplificarlas y hacer mas rapida la derivacion.

Ejemplo formativo 4.9

1. Calcula las siguientes derivadas.

a) :—x [x2(2x3 — 5x + 1)] b) :—x (3x + 5)2 Q) ;—x (2x3 +1)(3 —x?)
d (2x3-5x+1 d (x3-5x2
)3 (=) 0 & (%)
Resolucion

d
a) = [x2(2x3 — 5x + 1)]

Se puede realizar la multiplicacion y después la derivacion:

d

E(sz —5x3 +x2) = 2(5x*) — 5(3x?%) + 2x = 10x* — 15x2 + 2x
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a 2
b) — (3x+5)
Se puede desarrollar el binomio al cuadrado y después derivar:
d
d—x(‘)x2 + 30x + 25) = 9(2x) + 30 = 18x + 30
4 (243 _ 2
C) - (2x° +1)(3 —x°)
Se puede realizar la multiplicacion y después la derivacion:
d d
E(6x3 —2x°+3—-x%) = a(—sz + 6x3 — x% + 3) = —2(5x*) + 6(3x2) — (2x)

= —10x* + 18x% — 2x

d) d (2x3—5x+1)

dx x?
Se puede realizar la division y después la derivacion:
d 5 2
— (2x—5x1+x2)=2-5(-x)-2x3=2+—=——
dx x2  x3
d (x3-5x2
e) E;( x—5 )
Se puede realizar la division (factorizacidn) y después la derivacion:

d (x*(x—5)\ _d 5
a(ﬁ>—a<x>— x

Sin embargo, es fundamental desarrollar habilidades para aplicar las
férmulas de derivacién de productos y cocientes de funciones.

Regla de la derivada del producto de dos funciones

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la
primera funcién por la segunda maés el producto de la primera funcién por la
derivada de la segunda.

[f ) - gl = f'(x) - g(x) + f(x) - 9'(x)

Como ya estudiaste, esta regla es valida para el producto de cualquier
numero de funciones. Sean f(x), g(x) y h(x), entonces aplicando la regla anterior
tenemos

[f () g(h()] = [0 g()h(x) + f(x)g" ()h(x) + fx)g ()’ (x)
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Esto es, la derivada del producto de tres funciones es igual a la suma de tres
términos: el producto de la derivada de la primera funcién por las otras dos, mas el
producto de la derivada de la segunda funcion por la primera y la tercera, mas el
producto de la derivada de la tercera funcién por la primera y la segunda.

Ejemplo formativo 4.10

1. Calcula las siguientes derivadas:

a) :—x(2x3 +1)(3 — x?) b) ;—x [x*(x3 — x)] C) :—x (x2_3 + Zx) (§ -
x)
Resolucion

) —@EP+DE-D)=@F+1D) =GB -x)+E-xD) @+ 1)

=(2x3+1)-(-2x) + (3 —x2) - (6x?)
= —4x* — 2x + 18x% — 6x*
= —10x* + 18x% — 2x

Se puede comparar con el Ejemplo formativo 9.9¢c) que transforma la funcién antes
de derivar y constatar que los resultados son iguales.

Este cdlculo puede realizarse mas rdpido si se tienen habilidades para derivar
polinomios de manera mental y evitar expresar la derivada en el desarrollo.

b) < [x*(x3 —x)] =x*-Bx?2 — 1) + (x3 — x) - (4x3) = 3x°% — x* + 4x6 — 4x*

= = 7x% — 5x*
9 wGr2)G-n)=(Gra) (F-1)+ (G- (5+2)
2x*  x3 4x? x* x®  4x?
A I T T B

Regla de la derivada del cociente de dos funciones

La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto de la derivada del
numerador por el denominador, menos el numerador por la derivada del
denominador, todo dividido por el denominador al cuadrado.

fO] @ 9@~ f@) g'(x)
g(x) (g(x))?

,g(x) #0
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Ejemplo formativo 4.11

1. Calcula las siguientes derivadas aplicando la regla del cociente de dos funciones.
d (x3-5x2 d ( 3x d (x3+1
a) E( x=5 ) b) E(x2—1) ) E(x+1)

Resolucion

2) i(x3_5x2) _ (x—S)-;—x(x3—5x2)—(x3—5x2)-%(x—5)
dx (x—5)2
_ (x=5)-(3x* —10x) — (x* = 5x%) - (1)
= (x—5)2
_ 3x® —10x? — 15x? + 50x — x® + 5x?
B (x — 5)2
_2x% = 20x* +50x _ 2x(x? — 10x +50)

(x —5)? (x = 5)2

x-=5

Se puede comparar con el Ejemplo formativo 4.9e) que transforma la funcién antes
de derivar y constatar que los resultados son iguales.

Este cdlculo puede realizarse mas rdpido si se tienen habilidades para derivar
polinomios de manera mental y evitar expresar la derivada en el desarrollo.

b i( 3x ) _ (x?2-1)(3)-Bx)(2x) _ 3x%-3-6x2 _ —-3x2-3

) dx \x2-1) (x2-1)2 T (x2-1)2 0 (x2-1)2
i(x3+1) _ (x+D)BxH-(x3+1)(1) _ 3x3+3x2-x3-1  2x3+3x2-1

9 m\wm) T (x+1)? T D)2 (1?2

Este resultado puede simplificarse por division

2x—1

x2+2x+1| 2x34+3x2+0x—1
—2x3 —4x? — 2x

—x%?-2x-1

xZ+2x+1
d (x*+1) oy — 1 0
E( x+1 ) T
Evaluacién formativa 4.1
1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) =2 b) f0) = 2
— 2 — 7 4[+3
c) f(x) =75 d) f(x) = nVx3
f() =3 -2x-1-2-5  ff@)=(>+32)(X-x)
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g) f(x) =

x5
3x2-1
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PA 5. La derivada de funciones compuestas, implicitas y de orden superior
Relaciona las reglas de derivacion avanzadas (regla de la cadena, derivacion
implicita, derivadas de orden superior), aplicindolas en la resolucién de
problemas.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

> |m 0 >

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de
afirmaciones acerca de situaciones, fendOmenos o
problemas propios de la matematica, de las ciencias
o de su contexto. H

M3-C3 Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje 4
matematico para la solucién de problemas propios
del pensamiento matematico, de areas de C
conocimiento, recursos sociocognitivos, recursos
socioemocionales y de su entorno.

M3-C4 Organiza los procedimientos empleados en
la solucién de un problema a través de argumentos
formales para someterlo a debate o evaluacion.

T 0 > T

Evaluacion diagndstica 5.1
L.Sif(x) =x?—2yg(x) =5x + 4, halla (gof)(x) = g[f ()] y (feg)(x) = flg(0)].
2. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) =3x*—2x +16 b) f(x) = (5x)3
Av(x)=(x—-1Dx+1) d) h(x) = x*(2x3 + x> —3x + 5)

Calculemos ahora la derivada de la funcién f(x) = vx? — 1. ;Podemos calcular f'(x)
utilizando las reglas de derivacion estudiadas en las progresiones anteriores? La
respuesta a esta interrogante la encontraremos en esta progresion.

La derivada de funciones compuestas: regla de la cadena

Recordemos el concepto ya estudiado de una funcidon compuesta. Si consideramos
por ejemplo la funcién f(x) = Vx* — 1, esta puede considerarse como que se aplica
en primer lugar f(x) =x?—1, y posteriormente la funcién g(s) =+, con
s = f(x) = x* — 1, para lo cual debe cumplirse s > 0y por tanto x* — 1 > 0, para que
la funcidn g tenga sentido. En ese caso hablamos de h(x) como la funciéon compuesta
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de g con f y se escribe (gof)(x) o g[f(x)]. Observa el esquema que se muestra a
continuacion.

h(x) = (g2/)(x) = g[fx)]

Dom f Rango f © Dom g Rango g

De manera general, sean f y g dos funciones algebraicas o trascendentes tales que
el Rango de f esta contenido en el Dominio de g, es decir Rango f < D,. En ese caso
es posible hablar de la funcion compuesta (gof)(x) al evaluar la funcién g en la
imagen de x por f y se tiene

(9°f)(x) = glf (¥)], donde (gof): Dr - Ry

Cuando estudiamos la regla de la derivada del producto de dos funciones
vimos que este no es igual al producto de las derivadas de cada una de ellas. Como
veremos la derivada de la funcion compuesta si es el producto de las derivadas de
cada una de las funciones; solo que, hay que tener en cuenta en donde se evaltia cada
funcién derivada.

Vamos a partir de un ejemplo para buscar una regla para la derivada de una
funcién compuesta. Para ello tomemos la funcién h(x) = (x? + 1)?, la que podemos
considerar que se obtiene a partir de la composicion de las dos funciones g(x) = x?2
y f(x) = x? + 1, es decir h(x) = g[f(x)]. Obtengamos la derivada de h(x) a partir
de la derivada de un producto de funciones, es decir el producto (x% + 1)(x? + 1).
Entonces

Rx) =[(x2+ 1D =[(x2+ D)%+ D]'=2x(x2+ 1) + (x> + 1) 2x =4x(x* + 1)

Si consideramos ahora la funcién g(x) = (x* + 1)* y aplicamos nuevamente
la regla del producto, obtenemos

g'00) = [(* + D= [ + D’ + D] = (¢ + D*2x0) + [(* + D' (x* + 1)

= 2x (X2 + D2+ [Ax(x?+ D](x2+1) = 2x (x> + 1D* +4x (x> + 1)? = 6x (x* +
1)?

Andlogamente, para k(x) = [(x? + 1)* ] obtenemos
k'(x) = [(x? + D*' = 8x(x? + 1)® = 4(2x) (x? + 1)3.
Analicemos los resultados obtenidos
R(x)=[(x?+1)?]"= 4x(x?+1) =2 (2x) - (x* + 1)
g ) =[(x2+1D%*'=6x(x?+1)2=3(2x) - (x* + 1)?
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kK'(x)=[(x*+1D*"=8x(x* +1)>=4 (2x) - (x* + 1)®

Ello sugiere que [(x? + 1)"]' = n(x* 4+ 1)'- (x* + 1)™!, y si asociamos esta
expresion con la derivada de la funcion x", entonces [(x2 + l)n]' = (x2+1)"-
[(x*+ D"

Como se puede apreciar la derivada de la funcién h(x) = (x* + 1)? se obtuvo
como el producto de las derivadas de las funciones f(x) = x* + 1y g(s) = s%, con
s=f(x)=x%+1.

Sin embargo, no siempre es posible esta via utilizada. Por ejemplo, basta
considerar, en el ejemplo anterior, en lugar de g(s) = s?, la funcién g(x) =Vx y la
funciéon compuesta es h(x) = (gof)(x) = g[f(x)] = Vx2 + 1.

Para hallar la derivada de la funcién compuesta h(x) = vx2 + 1 no es posible
aplicar la regla del producto, ni ninguna de las estudiadas hasta el momento, pero
los ejemplos anteriores sugieren, como resultado, una expresion en la que estén las
derivadas de las funciones que originan la funcion compuesta. Por ello, basados en
ese resultado, vamos a buscar una expresion que permita hallar la derivada de una
funcidon compuesta en general.

Sea f(x) una funcion derivable en x y g(x) una funcidon derivable en f(x),
consideremos la funcién compuesta g[f(x)] y de acuerdo con la definiciéon de
derivada

(gef)(x +h) = (gof)(x)

[g(f ()] = lim A
_ i Lo DGR ~(goN QI et W)= ()]
= l1im
h—0 [f (x+h)=f ()] -h

Como se observa, se ha multiplicado y dividido por una expresion
conveniente, [f(x+h)—f(x)], ya que como sugieren los ejemplos vistos
anteriormente, en los resultados esta la derivada de la funcion f.

Nota que para ello es requisito que f(x + h) — f(x) # 0, y vamos a suponer
de aqui en adelante que f(x + h) # f(x), aunque esto no siempre se cumple, como,
por ejemplo, para la funcién constante f(x) = ¢, f(x + h) = f(x) = c, para cualquier
valor de h. Partiendo de esta restriccion entonces tendremos que, para valores
pequenos de h, f(x + h) # f(x), luego es valido multiplicar y dividir por [f(x + h) —
f(x)]. Como f es derivable, es continua y por tanto [f(x + h) — f(x)] = 0, cuando
h — 0. En ese caso, aplicando las propiedades de los limites y haciendo k =

[f(x +h) = f(x)]

[g(f(x))]' — }liil’(l)g[f(x +h) — glf (x)] . l'mf(x + h) - f(x)

Fx+h) —f(x) A% h
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gl +k—glifel . fx+h)—f&) _
k

(gof)'(x) = lim lim A

glfe]-

Una demostracién mas detallada en cursos avanzados de calculo diferencial
permite obtener el mismo resultado sin necesidad de la restriccion anterior.

Ahora podemos enunciar, en general, la regla para la derivada de una funcion
compuesta o regla de la cadena.

Regla de la cadena

Si f es derivableen x y g en f(x), entonces la funciéon compuesta definida mediante
(gof)(x) = g[f(x)], es derivable en x, y

(g°f)'(x) = g'l[f )] f'(x)

Se denomina regla de la cadena ya que es el producto de la derivada de la
primera funcidn evaluada en la segunda, por la derivada de la segunda funcion. En
simbolos

9°f) =g'lf1f
obien, siy = f(u) y u = g(x), en la notaciéon de Leibniz:
dy dydu
dx dudx

. dy du . ’
Observa que s1 a y a fueran cocientes, entonces se pOdI‘la cancelar du, pero no es

un cociente. Al aplicar la regla de la cadena, trabajamos de la funcion externa o
primera funcidn hacia la funcién interna o segunda funcion.

De igual forma si f es derivable en x, g en f(x), y h en g[f(x)], entonces
(hogef)'(x) = h'(glf COD-g'[f ()] - f'(x)

Para aplicar adecuadamente la regla de la cadena, es esencial identificar
correctamente las funciones f, gy h en la composicion. Esto es clave para evitar
errores en el proceso de derivacion.

Regla de la cadena para funciones algebraicas

Vamos a utilizar primero la regla de la cadena para hallar la derivada de funciones
algebraicas compuestas.

Ejemplo formativo 5.1

1. Sif(x) =+vxyg(s) = (s +3)3 determina la derivada de la funcién compuesta
(g ) (x).

Resolucion
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(o)) = glf ] = (VF+3)y (gof)(0) = 3(Vx +3)" (3x72) = L

2. La funcién h(x) = Y (x2 — 2)? es la composicion de f(s) = Vs? ys=g()=x*-
2.Calcula h'(x).

Resolucion
RO =2 (% = 2)7F (20) = —mr
3 3Vx2 =2
3. Sean h(u) = Yu, u(s) = s? + 1,s(x) = Vx — 2. Determina h[u(s(x))] y calcula su

derivada.
Resolucion

(sG] = 2| (F — 22 + 1y

(hfu(sGND' = 3[(Vx —2)" +1] *+[2(vx - 2)] [+ 3= — EY

3\/}3/(\/} -2)2+1 '
4. Sean las funciones f(x) = x?> y g(x) =x —4. Calcula las derivadas de
9°f y fog.
Resolucion
(gef)(x) = glf ()] = g[x?]= x* —4. Luego la derivada de (gof)'(x) = 2x.
Ahora, calcula (fog)(x) y su derivada

(feg)(x) = flg()] = fI(x + D] = (x — 4)?, entonces (fog)'(x) = 2(x — 4).

Del ejercicio 4 del Ejemplo formativo 5.1 concluimos que como la
composicion de funciones fog no es conmutativa, las derivadas (feg)'y (gef)' no
necesariamente son iguales.

Hasta el momento, hemos considerado funciones algebraicas que son
derivables en todo el eje real y, al aplicar las reglas de derivacion, se obtiene una
funcion, la funcion derivada, que permite calcular la pendiente de la recta tangente
a la grafica de la funcion dada en cualquiera de sus puntos en los que es derivable.

Podemos, entonces, plantearnos calcular el valor de la derivada de una
funcién en un punto especifico de su dominio en la que esta sea derivable. En ese
caso, estaremos obteniendo la pendiente de la recta tangente a la curva que
representa esa funcion en el punto dado. Para ello, evaluamos la funcién derivada
en dicho punto.
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Ejemplo formativo 5.2

Sea la funcidn f(x) = x3 — 2x? + 2, halla la ecuacion de la recta tangente en el
punto P(2,2) y para ello calcula su derivada en x, = 2.

Resolucion y=x-2x+2

f'(x) = (x® — 2x? + 2)" = 3x* — 4x, y parax, = 2 se tiene

V1

f(2)=03)2%)-412)=12-8=4 2071 |

Asi, hemos hallado el valor de la pendiente de la tangente en el punto ;"I'P(Z, 2)
P(22). o I 1
Ahora puedes hallar la ecuacién de la recta tangente en ese punto a y=4r- 6,";{ {20

partir de la expresiony — y, = m(x — x,).

Sustituyendo se obtieney — 2 = 4(x — 2),oseay = 4x — 6.

La derivada de funciones implicitas

A diferencia de la funciéon y = 2x + 1, en la que aparece de forma explicita la relacion
entre la variable independiente y la dependiente, en una ecuaciéon como x? + y? =
1, esto no ocurre y la relacién estd de forma implicita. De hecho, al resolver esta
ecuacion obtenemos, como solucidn, dos relaciones entre x y y, que sony = v1 — x2,
asicomo y=—/1—-x%, -1<x<1.

Vamos a considerar a continuacion la ecuacion y3 + 2y? —y + x2 = 2, siendo
¥ una funcion de x, es decir y = f(x). Esta ecuacion se puede escribir

[FCOP +2[f ()] - f(x) +x* =2
Pero vamos a calcular la derivada de y = f(x), suponiendo que es una funcion
derivable, sin ocuparnos en tratar de despejar inicialmente y = f(x) en dicha
ecuacion. Para ello utilizaremos la regla de la cadena. En efecto, si derivamos en
ambos miembros de la ecuacion

0* +2y* —y+x%)' = (2)
) +2()' -y +2x=0
3y2y' +4yy' —y' '+ 2x =0
y'By*+4y—1)+2x=0
Si ahora despejamos y' en dicha ecuacion

_ —2x
S 3y2+4y-—1

y
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Asi, hemos obtenido una expresion para la derivada de la funcion y = f(x).

Observa que en la expresion de la derecha de dicha igualdad aparece, en el
denominador, la expresiéon genérica de una funciéon y = f(x).

Si en particular, en el ejemplo anterior y = f(x) =3x + 1, la expresion
obtenida para la derivada y' estara dada por
—2x —2x
3Bx+ D2 +4Bx+ 1D -1 33x+ 12+ 12x+3

y' =

Este proceso de derivar en ambos lados de una ecuacion con respecto a la
variable independiente, sin buscar previamente la relacion explicita de la funcién
con la variable independiente se denomina derivacion implicita.

Resumiendo, este método consiste en derivar ambos miembros de la ecuacion
respecto a x y después resolver la ecuacion resultante para y. De aqui en adelante,
vamos a suponer que la ecuacion dada determina a y = f(x) implicitamente como
una funcién derivable de x, de modo que puede aplicarse el método.

Ejemplo formativo 5.3

5. Sealaecuacion xy —x — 3y + 1 = 0, donde y es derivable y funcion de x, es decir
y = f(x). Deriva respecto a x en cada miembro de la ecuacion aplicando la regla
de la cadena.

6. Dada la ecuacion y? + xy — xy? + x? = 0, deriva en forma implicita.

7. Considera la ecuacién x? + y2 = 16. Halla y'.

Resolucion

1. Si xy —x—3y +1=0, donde y es derivable y funciéon de x, es decir y = f(x).
Deriva respecto a x en cada miembro de la ecuacion aplicando la regla de la
cadena.

(xy—x—-3y+1) =0
Por tanto, (xy —x -3y +1)' =(xy)'—1-3y'=y +xy'—1-3y'=0.5i
ahora despejas y'

1=y
i
Ahora podrias dejar la expresion de la derivada sdlo en términos de x. Si en la
ecuacion xy — x — 3y + 1 = 0 despejas y como funcion de x, se tiene que y = i—:;,
luego
x—1
Y =x3" x-3 (x —3)?

2. Dada la ecuacién y* + xy — xy* + x* = 0, deriva en forma implicita.
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0=0O2+xy—xy>+x3)'=2y-y'+y+xy —y?—2xy-y' + 2x
=y'QRy+x—2xy)+y—y?+2x
yZi-y—2x

Si se despeja y' obtenemos y' =
2y=-2xy+x
Dicha expresion para la derivada es mucho mas dificil de obtener despejando

y previamente como funcién de x para derivar posteriormente.

3. Sea x?+4y?=16. Para hallar y'deriva implicitamente y obtienes
X

2x+2y-y'=0,dedonde y' = -3
Si te propones obtener la expresion de la derivada en términos de x, al despejar
y en la ecuacion resultan dos funciones y = f(x) =+V16 —x2, asi como
y = g(x) = —V16 — x? y ambas son derivables para —4 < x < 4.

x .
Por tanto y' = ~~ Vig=’ Sl?’—f(X)con—4<x<4
— 7 siy=gx)con—4<x <4

Aplicando la derivacion implicita vamos a continuar ampliando la regla de la
derivada para la funcion potencia f(x) = x™, considerando ahora n un numero
racional.

Siy = x™, con x > 0 y n un numero racional cualquiera. Entonces también se

cumple
y' = @) = nx"t

Como n es racional, lo escribimos en forma n = Z,p > 0,q # 0. Entonces
y=x"= xg de donde y? = xP

Asi, derivando implicitamente y aplicando la regla de la cadena, como q es
un nimero entero (y9)' = (xP)' de donde q(xp/q)q_l. y' = pxP~1, por lo que
p—1-p+LZ P4

:E pq—ngx E:Bxa_ = Nnx
q q q

, . pxP?

- n—-1
y q(xp/CI)q_l

Como se queria demostrar, siendo n un nimero racional. De hecho, esta
propiedad también es vélida cuando el exponente es un ntimero real, como se
demostrard mds adelante al estudiar la funcién logaritmica.

Estas reglas son validas para el caso en que la base sea una funcién compuesta.
Reemplaza f(x) por flu(x)]y f'(x) por f'[u(x)].
Funcion Derivada
f)=u" | f'(x) =nu"""-u

F) =vu | fi(x) = 2%
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T
fex)="Yu f(x)—W

Derivadas de orden superior

Al obtener la derivada de una funciéon derivable f se obtiene otra funcién f, la que
también puede ser derivable en su dominio. En ese caso podemos obtener la
derivada de la funcion derivada, la que denotaremos f"’ y cuyo dominio se compone
de todos los puntos en los que f' es derivable. A la funcién f"’ la llamaremos segunda
derivada de la funcion f.

Un ejemplo simple puede ser la funcién f(x) = x3, para la cual f'(x) = 3x?,
que como sabemos es derivable y en ese caso se obtiene la funcién f"'(x) = 6x.

De igual forma puedes obtener las siguientes funciones derivables, siempre
que las obtenidas también sean derivables. En el ejemplo anterior se obtiene la
tercera derivada de f, que es f""' = 6.

Asi, denominamos en general derivadas de orden superior de una funcion,
las sucesivas derivadas de una funcién f y se denotan f®(x) para significar la
derivada de orden k, aunque para las primeras derivadas se mantiene la notaciéon
anterior.

Ejemplo formativo 5.4
1.Si f(x) = 4x° — 2x* 4+ 5x + 3, halla su derivada hasta el orden 6.

Resolucion
f'(x) =20x*—8x3+5
f"(x) = 80x3 — 24x?
f'(x) = 240x? — 48x

F®(x) = 480x — 48

F®(x) = 480
fO@ =0

¢Cual serd la expresion de f(7)(x)?
4.Si f®(x) = 24, halla una expresion para la funcion f(x).
Resolucion
f""(x) =24x+a

f'(x) =12x>+ax+b
f'(x) = 4x3 +%x2 +bx+c

a b . ’ .
flx) =x*+ gx3 + Exz + cx + d siendo 4, b, ¢ y d nimeros reales cualesquiera.
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Hemos visto como derivar una funcion de manera sucesiva, ahora
relacionemos la representacion grafica de una funcidén con las representaciones
graficas de sus derivadas sucesivas.

Velocidad y aceleracion

La derivada de una funcion y = s(t), como ya conoces, representa la razén de
cambio instantanea de la variable dependiente y respecto a la variable independiente
t. Si la funcién derivada s’(t), es derivable, la segunda derivada s’’(t), representa
entonces la razén de cambio de s'(t) respecto a t.

Cuando s(t) esta dada por el trayecto recorrido de un objeto en un tiempo ¢, entonces
s'(t) representa la velocidad instantanea en el instante .

Si s(t) es una funcién posicion de un objeto, entonces su funcion velocidad instantanea

v(t) en el instante t es
v(t) = s'(t)

La rapidez del objeto en el instante t es [v(t)].

Y la segunda derivada s"’(t), como razon de cambio de la velocidad respecto
al tiempo, es la aceleracion del objeto en el instante t. En esos casos se acostumbra a
denominar a la segunda derivada por la letra a, por ser la aceleracion.

Si v(t) es la funcidn velocidad de un objeto, entonces su funcidn aceleracion a(t) en el
instante t es

a(t) = v'(t) = s"(t)

Ejemplo formativo 5.5

1. Un vehiculo se desplaza a lo largo de una trayectoria horizontal descrita por la
ecuacién s(t) = 2t3 — 6t%, donde la distancia se mide en metros y el tiempo en
segundos. Calcula la velocidad y la aceleracion con que marcha a los 4 segundos.
Resolucion

Denota por A el vehiculo, entonces

V() = s'(t) = 6t% — 12t y ay(t) = s"(t) = 12t — 12. Para t = 4 segundos, se tiene
24(4) = 5'(4) = (6)(#?) — (12)4 = 48/ y

as(4) =s"(4) = (12)4 — 12 = 36 M/ en cada segundo.

Esto quiere decir que la velocidad cambia en 36 metros por segundo en cada
segundo, lo cual se denota abreviadamente por 36™/ §2-
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Evaluacion formativa 5.1

1. ;Qué condiciones debe cumplir la funcién (gof)(x) = g[f (x)] para poder hallar
su derivada respecto a x?.

2.5i f(x) = %,x # —1,y g(x) = Vx, halla la derivada de fog y de gof.
3. Halla f'(0) si:
A f) =35 Bf@=5F 9g)=Vx7+3

3

4. Calcula el valor de la derivada, en los puntos dados:
a) g(x) = x? — f—c, enP(1,3) b)s(t) =(t—1)%enP(0,1) o) y= %, enP(1,2)

5. Halla en qué puntos de y = %, la recta tangente es horizontal. ;Cual es la
expresion algebraica de esta tangente?

6. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva:
a)y =2 enel punto P(—1,1)  b)y = x* 4+ 2x — 8,en el punto P(0, —8)

x2-4

7.Siy = f(x), halla la derivada de x?y%? —y —x = 0.

8. Halla la segunda derivada de las siguientes funciones:

a) h(t) =3(*-1)3 b)y=VxZ+16 Of (x) = VaZ+1

X

9. Si s(t) representa la funcidn posicion de una particula que se mueve sobre una
recta horizontal, encuentra la posicion, velocidad, rapidez y aceleracion de la
particula en los instantes indicados en cada caso.

a) s(t) =—-t>+3t*+7;t =-2,t = 2 segundos.

b) s(t) = HLZ' t = —1; t = 0 segundos.

10. En la siguiente figura, identifica la grafica correspondiente a las funciones f, f',

fy

83



151 »

/Qué forma tiene la representacion gréfica de f*?
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PA 6. Derivadas de funciones trigonométricas
Deduce las reglas de derivacion para funciones trigonométricas directas e
inversas, analizando sus propiedades y aplicaciones.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al aplicar A
procedimientos  algoritmicos  propios  del ¢

pensamiento matematico en la resolucién de
problematicas tedricas y de su contexto.

M3-C2 Compara hechos, opiniones o afirmaciones

para organizarlos en formas légicas tutiles en la
solucion de problemas y explicacion de situaciones

y fendmenos. H

M1-C4 Describe situaciones o fendmenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematicoy C
el lenguaje natural.

Evaluacion diagndstica 6.1

1. Expresa si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

Afirmacion V/E

Si f(x) = 7%, entonces f '(x) = 3m2.

La derivada de un producto de funciones es el producto de las derivadas
de cada funcion.

Si la tangente a la grafica de y = f(x) es horizontal en x, , entonces

f'(x0) = 0.

Si f'(x) = g'(x), entonces f(x) = g(x).

Si h(x) = g[f(x)], g(x) es derivable en f(x,) y f'(xo) = 0, entonces
h'(x) = 0.

Si f(x) = (x® — a®)4 entonces f'(x) = 36x%a?(x3 — a®)3.

Las funciones periddicas son funciones uno a uno.

Las funciones perioddicas se caracterizan por tener un periodo que se repite
de manera continua.

Las funciones periddicas poseen una funcion inversa en todo su dominio.
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La derivada de las funciones trigonométricas

En Pensamiento Matematico III, se abordaron las funciones trigonométricas, su
periodicidad y representacion grafica, asi como las identidades trigonométricas
fundamentales. Se presentaron las derivadas de algunas de estas funciones; sin
embargo, no se proporciond una demostracion de la validez de dichas formulas.

Partimos de la funcién f(x) = sen x, la que sabemos es continua para todo
numero real y comprobaremos que también es derivable. Por la definiciéon de
derivada, si aplicamos la identidad trigonométrica

sen (x +h) =senx-cosh+cosx-senh

, ~ sen(x+h)—senx _ senx-cosh+cosx-senh—senx
f'(x0) = lim = lim
h-0 h h-0 h
~ senx-cosh—senx+cosx-senh
= lim
h-0 h
~ senx-cosh—senx  cosx-senh
= lim + lim ——
h—-0 h h—0 h
) ~cosh—1 ~ senh
lim sen x - lim ————— + lim cos x - lim =senx-(0)+cosx- (1) =cosx,
h-0 h-0 h h-0 h-0
. . _cosh-1 . _senh ,
teniendo en cuenta que }llm(l) =0y ’llm% = 1, como ya se demostro.
- —

Por tanto, f(x) = sen x es derivable y
(senx)' = cosx

Interpretemos graficamente este resultado utilizando la grafica de la funcién
f(x) = senx. Para ello calcula la derivada de la funcién f(x) = senx en varios
valores de la variable independiente, por ejemplo, en x = 0,x = g y X =T, para
hallar el valor de la pendiente de la tangente a la curva y = sen x en los puntos
P1(0,0),P; (3,1) y P3(m,0).

De esta manera, se obtiene la representacion grafica que se muestra a
continuacion.

yAoA 4 P2, 1) R RS
o)t LA~ N T~ L= P(m 0)

Se obtiene

f'(0) = cos(0) =1 £ (E) — cos (E) -0 f'(m) = cos(m) = —1
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Si se halla el valor de la derivada de la funcion f(x) = sen x en mas puntos
del eje real, por ejemplo, para m/6 y m/3 se obtienen los puntos P,(m/6,1/2) y
Pg(1/3, V/3/2), se puede apreciar, como se muestra en la siguiente grafica, que se va
describiendo la grafica de la funcion f(x) = cos x.

¥y =senx | P,(/6, 172)

Py(n/3,V3/2)

-« /\ ,,:". ‘c, ! —t >
u . v 5(31:/2, 0)-.. \/ .. \
RIS - =1 - hET—

y=cosx P(m, —1)

=

De manera similar a como se demostré que (sen x)’ = cos x, aplicando la
definicion de derivada, puedes demostrar que (cos x)' = sen x.

Utilizando las derivadas de las funciones seno y coseno es posible obtener la
derivada de otras funciones trigonométricas. Sea por ejemplo f(x) = tan x. En ese
caso, aplicando la regla del cociente

senx (senx)'cosx — senx (cosx)'

cos x (cosx)?
cos x cos x — sen x(—senx)

(cos x)?
cos?x + sen’x 1

(cos x)? ~ (cosx)2
O lo que es lo mismo (tanx)" = sec’x.

Hemos utilizado la regla de la cadena para hallar la derivada de funciones
algebraicas, pero también esta se aplica para funciones trascendentes que sean
derivables, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo formativo 6.1
1. Sea la funciéon v(t) = sen(2t? — 2t + 1). Halla v'(¢t).
Resolucion

Considera g(u) = senu, u(t) = 2t> — t + 1. Ambas son funciones derivables y la
expresion general para la regla de la cadena(g ° f) = g'[f]-f', con f y g
derivables, permite calcular la derivada de v(t).

v'(t) = [sen(2t? — 2t + 1)]'=[cos(2t? — 2t + 1)]-(4t — 2) = (4t — 2)cos(2t? — 2t + 1).
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Formulas de derivacidn para las funciones trigonométricas

(senx)' = cosx (cscx)' = —cscx - cotx
(cosx)' = —senx (secx)' =secx - tan x
(tanx)' = sec®x (cotx)' = —csc?x

La derivada de funciones trigonométricas inversas

Como conoces, si f(x) es una funcidn, se llama funcién inversa o reciproca de f, y
se denota f ™1, a otra funcion que cumple que:
si f(a) = b, entonces f~1(b) = a.
Dicho de otro modo, se cumple f*[f(x)]=xy f[f '] =y
Es decir, una funcién deshace la accion de la otra.
Si f esderivabley f ~1 su funcién inversa también lo es, con f ! # 0, entonces
se cumple que

1
T~ Hm
Para demostrar esa afirmacion, vamos a partir de la igualdad y = f [f 1 (y)].
Si derivamos en forma implicita, aplicando la regla de la cadena, se tiene
Yy =IO (D' O]
1= f'(x)l[(f‘l)'(y)]

' —
PO~ om
Para continuar, analicemos primeramente si las funciones trigonométricas
tienen una funcion inversa. Como ya conoces, las funciones trigonométricas son
funciones periddicas. Eso significa que, para un valor de x, existe un namero infinito
de imagenes, como se puede apreciar en la siguiente grafica. Tomemos por ejemplo
la funcion f(x) = sen x .

‘/_2;1 32 _-;NM /2 T 3m/2 2t X

-2

Ninguna de estas funciones periodicas es uno a uno, como se puede
comprobar graficamente ya que no pasan la prueba de la linea horizontal, por lo que
en su dominio no tienen funcion inversa. Sin embargo, se puede restringir su
dominio para que si sean uno a uno.

Como son funciones periddicas, constan de un ciclo que se repite
constantemente y por ello, para considerar sus funciones inversas hay que restringir
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el dominio de las funciones trigonométricas a uno de esos ciclos, por ejemplo
T Vs .7
-3 <x< ~ para la funcién f(x) = sen x.

Sea pues f(x) = senx, con —g <x< g, entonces la funcion inversa f~! de
sen x se denota por y = arcsen x, lo cual significa que, y es el valor del angulo,
medido en radianes, tal que seny = x.

Como es la funcién inversa se cumple que (f ° f~!)(x) = sen(arcsen x) = x.

Por ejemplo arcsen (1) = n/2, ya que sen /2 = 1 o arcsen (1/2) = m /6, pues
senm/6=1/2.

f(x) = arcsenx, tiene Dy = {x ER| -1 <x <1} ny={xER|—§SxS§}

cdmo se puede apreciar en la siguiente grafica.
VA /2

y y=senx

-m/2 /2 y = arcsen x

' :
< T T T

x -1 1 x

4 -/2
Y

Para definir la inversa de la funcion coseno hay que restringir también su
dominio y se define la funcién inversa como y = arccos x. Asi arccos (0) = 1, pues
cos 0 = 1y arccos (1/2) = /3, pues cosm/3 = 1/2.

Sudominioes Dy = {x ER|—1<x<1}ysurangoes Rp ={x ER[0 < x <
7} como se ilustra en las siguientes graficas.

) arccos x
COS X

Y

-1t -« -

¥ -1

._.
=Y

De forma similar se definen las funciones inversas de las restantes funciones
trigonomeétricas, a partir de restringir sus dominios para que dichas funciones
tengan una funcién inversa. Asi, f(x) =arctan x, es la funcién inversa de
f(x)=tanx, Dy =Ry Rf= (—g,g) y f(x) = arccotx, es la funcién inversa de
f(x) =cotx.Df =Ry Ry = (0,m).
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Para definir la funcién inversa de la funcion csc x, también hay restringir su
. e .7 . T T . , N
dominio, pero esta funcién en el intervalo (— > E) tiene una asintota vertical en x =

1 . e
0, pues cscx = ——y sen 0 = 0. Por eso, consideramos para la funcién cosecante

como dominio restringido [-n/2, 0) U (0, =/2]. El conjunto imagen de la cosecante

estd entre (—oo,—1] y [1, +0), ya que |cscx| =

>1
sen x

De acuerdo con lo anterior el dominio de f(x) = arccsc(x) es
D¢ = (—o0,—1] U [1, +0) y su rango esta dado por Ry = [-m/2, 0) U (0, /2], como
se ilustra en las siguientes graficas.

L)

-

ot

;" tcsc by w2 1 .
1 \ y=arccscx
14 § \&_
w2 |y w2 ~3—2_ -l 1 2 3 x
N 1o \

\

\ -3 /2

14 ‘

Y

Andlogamente se obtiene para la funcién f(x) = arcsec x, que
Dy = (=00,—1] U [1,4+)y R = [-m/2, 0) U (0,7/2].

Ejemplo formativo 6.2

1. Comprueba que sen[arccos(x)] = V1 — x?
Resolucion
Si y = arccos x, entonces x = cosy.

Sabes que sen?y + cos?y = 1, luego cosy = /1 — sen?y
x = cosy = /1 — sen?y, de donde despejando seny = v1 — x2
Por tanto, sen[arccos(x)] = seny = V1 — x2.

Hemos restringido el dominio de las funciones trigonométricas para definir
sus funciones inversas. A continuacion, obtendremos reglas para las derivadas de

las funciones trigonométricas inversas y partiremos primeramente de la funcién
1

y = arcsen (x), por lo que x = sen y. Teniendo en cuenta la expresion f'(x) = 0

se aplica la identidad sen? x + cos? x = 1, se tiene

: Ny 1 1 1 1
arcsen x)' = ;= = =
(seny)’ cosy [1—senZy +1—=x2

Asi, obtenemos la formula para la derivada de la funcion arcsen(x)

r__ 1 _
(arcsen x) = 75— con 1<x <1

Utilizando el mismo procedimiento se obtiene
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-1
(arccosx)’ = = con—-1< x 1

Aplicando identidades trigonométricas que relacionen las correspondientes
funciones trigonométricas directas es posible hallar férmulas para las demas
funciones trigonométricas inversas. Asi, se tiene la siguiente tabla:

Formulas de derivacion para las funciones trigonométricas inversas

o _ o1

(arcsen x)' = — 1<x <1 (arccsc x) V=T lx| > 1
g =il _ (- 1

(arccosx)' = — 1<x<1 (arcsecx) ez x| > 1
L1 P -1

(arctanx)' = Ty X ER (arccotx)' = 2 X € ‘R

Evaluacion formativa 6.1

1. Halla la funcion derivada de cada una de las siguientes funciones:

a)y = x? tan x — 4 cotx b) y = cot (2x)cos?(5x)

c) y = arccos (3x°) d)y = tan(vx + 5)

e)y = arccotvx + 1 f) y = arcsen (x + 1)?

g)y =2 cot (gx + Zn) h) v(t) = \/sen (3t2 + 4t — 2)

2. Sisen (x + y) = y? cos x, encuentra y'.

Si f(x) = sen®x, halla f"(x).

4. Si s(t) representa la funcion posicion de una particula que se mueve sobre una
recta horizontal, encuentra la posicién, velocidad, rapidez y aceleracion de la
particula en los instantes indicados en cada caso.

w

c) s(t)=t+sen(mt),t =1yt = 3/2 segundos.

d) s(t) = %tz + cos (gt), t =1yt = 3/2 segundos.
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PA 7. La derivada de la funcion exponencial y logaritmica
Formula las reglas de derivacidon para funciones exponenciales y logaritmicas,
comparando sus propiedades con las de las funciones algebraicas y

trigonométricas.

Metas de aprendizaje

En proceso de
logro

Bueno

Sobresaliente

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al aplicar
procedimientos  algoritmicos  propios  del
pensamiento matematico en la resolucién de
problematicas tedricas y de su contexto.

M3-C2 Compara hechos, opiniones o afirmaciones
para organizarlos en formas logicas utiles en la
solucion de problemas y explicacion de situaciones
y fendomenos.

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas,
descubrimientos o procesos en la solucién de un
problema tanto tedrico como de su entorno.

Evaluacion diagndstica 7.1

1. Expresa si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

Afirmacion

V/F

Si f(x) = e?, entonces f'(x) = 2e.

Si f(x) = sen?x + 5, entonces f'(x) = 2 (cos x)(sen x)

de cada funcién.

La derivada de un cociente de dos funciones es el cociente de las derivadas

Si f(x) = 3* — x3, entonces f'(x) = x3*"1 — 3x?

Si f(x) = cos x?, entonces f'(x) = —2x sen x?

En Temas Selectos de Matematicas I estudiaste la funcion potencia como la expresion
f(x) =x™, donde x es un numero real positivo y n un ntimero racional. Mas
recientemente has trabajado con expresiones como

f(x) =%, v(t) = 20)° 0 y = (senx) /2

entre otras, en las que la base de las potencias son funciones y el exponente es un
numero racional fijo. Consideraremos ahora aquellas en las que la base es una
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constante y el exponente es variable. Para ello tomemos un ejemplo que ilustra este
tipo de situacion.

En microbiologia, el crecimiento se define como el incremento del nimero de
células y la fisién binaria es un proceso por el cual una célula se divide y forma dos
células iguales. Un cultivo de una bacteria, por la fision binaria, se duplica de manera
regular durante un intervalo de tiempo determinado.

A continuacion, representemos graficamente esta situacion, a partir de una
tabla de valores, en el caso de una bacteria cuyo proceso de fision binaria dura una
hora, para apreciar su comportamiento, si se inicia con una bacteria, momento en el
cual se empieza a medir el tiempo que transcurre.

Tiempo Numero de  Expresion E “
(horas) bacterias matematica
0 1 20 31
1 2 21 4 4 ° (2 22)
2 4 22 ;
3 8 23 7
4 16 24 21 +(1,2Y)
5 32 2°
6 64 26 o2
7 128 27 - t >
V12 3 4x

Como se puede observar la expresion numérica de ese proceso nos conduce
a considerar la relacion N(t) = 2¢, donde N es el numero de bacterias que existen en
el cultivo al cabo de las t horas. ;Podrias calcular cuantas bacterias tendra el cultivo
al cabo de un dia?

Es decir, tenemos una funcion f(x) = 2%, toda vez que, a cada valor de x, es
decir de horas transcurridas, le corresponde un tnico valor de f(x), el nimero de
bacterias.

A este tipo de funcion se le denomina funcién exponencial. Nota la diferencia
entre la funcion potencia donde la variable independiente es la base y la funcién
exponencial, en la que la variable independiente es el exponente.

variable

/

f) =27 y g) =x?
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En el ejemplo anterior la variable independiente x representa un ntmero
entero positivo, las horas transcurridas. Si de forma mas general consideramos para
f(x) = 2*¥ como dominio el conjunto de los numeros racionales seguimos
obteniendo una funcidon cuya representacion grafica mantiene el mismo
comportamiento que el del ejemplo.

En efecto, para
x = 0.5, se tiene f(0.5) = 21/2 =2 = 1.4142 ...
x = 1.5, se tiene f(1.5) = 23/2 = 2./2 = 2.8284 ...

Asi, se obtiene la siguiente tabla, para algunos valores de x.

Valor de x | Valor de f(x) = 2*
x=0.5 y ~ 1.4142
x=15 y ~ 2.8284
x=25 y =~ 5.65682
x =35 y = 11.3137

De esta manera, para un ntimero racional cualquiera x, podemos escribir
x = p/q, con p entero y q entero positivo, luego, y = 2¥ = 2P/4 = {/p.

& 3

Para ampliar el dominio de f(x)=2* al 12
conjunto de los nimeros reales hay que dar un sentido, 10
por ejemplo, al valor 2", m = 3.14159..., es decir, cuando g
el exponente es un namero irracional. 6 1

A ello se llega por un proceso de aproximacion.
La funcién f(x) = 2* (grafica de la derecha), asi » !

i

definida, es creciente y como 3 < m < 4, entonces debe 8 6 4 -2 2 4 6
ser 23 < 27 < 2%,

Como 3 < 3.1 < 3.14159...< 3.2 < 4, entonces 23 < 231 < 27 < 232 < 24,

Asi sucesivamente

23 < 23.1 < 23.14- < 23.14-1 < 23.1415 <...< 23.14159.“< < 23.1416 < 23.14-2 < 23.15 < 23.2 < 24

Y por tanto se define 2" , como el numero que esta entre todos esos valores
que crecen y los que decrecen.

Analogamente se puede definir 2%, para un ntimero irracional cualquiera,
como un proceso de aproximacidn entre dos valores racionales.

De manera mas general, sea f(x) = a* donde a es un niimero real positivo y
x una variable que representa un numero real cualquiera. Ante todo, estamos
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considerando una funcidn, ya que a cada valor de x corresponde un solo valor de

f ().

A continuacidn, se puede probar que esta funcion es uno a uno aplicando la
prueba de la recta horizontal.

f(x) = a* se llama funcion exponencial de base a.
Df =R y Rf = :R+ \

Para a <1 la funcion f(x) = a* es decreciente y \
para a > 1 es creciente, como se puede apreciar en el o

\
grafico que se muestra a la derecha. \
Para a = 1, el comportamiento de esta funcion es '
diferente. ;Cual es la grafica de f(x) cuando a = 1? Su—— s

Ejemplo formativo 7.1
1. Halla el valor de s(¢) = 3t°*len t = 2.
2. Dada la funcién f(x) = 3*71, determina para qué valor de x, f(x) = 27.
Resolucion
1. Halla el valor de s(¢) = 3t°*len t = 2.
s(2) = 3841 =35 = 243
2. Dada la funcion f(x) = 3*71, determina para qué valor de x, f(x) = 27.

En ese caso f(x) = 3*1 = 27 = 33, por lo que de acuerdo con las propiedades de la
potenciax — 1 =3y x = 4.

Para encontrar la derivada de la funcién exponencial f(x) = a*comencemos

por aplicar la definicion de derivada. Si esta funcién f es derivable en 0, se tiene
entonces

. +h _ X ax+h _ax ax ah _ 1 a(0+h) _aO
W: e ol St a*- f'(0)

f (x) - }ll—rg h—-0 h h—-0 h h—-0 h

Es decir, f'(x) = (a*) = f'(0)a*

Ello significa que el valor de la derivada de f(x) = a* es proporcional a la
propia funciéon f(x) = a*. Sin embargo, no conocemos si existe y el valor de
f'(0); pero este resultado sugiere preguntarnos si existira algtin valor de la base a

para el cual f sea derivable en cero y f'(0) = 1, con lo cual tendriamos una funcién
cuya derivada es ella misma.
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Para investigar esto hay que recordar primero que cualquiera sea el valor
positivo que se tome como la base a, la grafica de esta funcion pasa por el punto
P(0,1), yaque a® = 1y que f'(0) constituye el valor de la pendiente de la tangente
a la funcién y = a* en dicho punto.

Tomemos de nuevo la funcién f(x) = 2* y también la funcién g(x) =3* y
analizamos qué sucede cuando consideramos las rectas secantes a estas funciones,
determinadas por el punto P(0, 1) y otro punto P(x,y) que se acerca a P(0, 1).

Vamos a representar graficamente esta situacidon mediante las siguientes
graficas y observemos las tablas de valores que se muestran a continuacion.

y=z Paray = 2*
Zzlsr Zzl}c])rz 9% P, (x,y) Pendiente
3 8 (3,8) m; = 2.33
2 4 (2,4) my, = 1.5
1 2 (1,2) mz; = 1.0
0.5 NG (0.5,1.4142) | m, = 0.8284
0.05 202 (0.05,1.03526) | ms = 0.7052
0.005 232 (0.005,1.0034) | mg = 0.6043
0.0005 | ?°°%/z | (0.0005,1.0003) | m, = 0.6963
g Paray = 3*
’s Zzlir Z:1;r= o Pi(x,y) Pendiente
| 3 27 (3,27) m, = 8.67
2 9 (2,9) m, = 4.0
1 3 (1,3) ms = 2.0
0.5 V3 (0.5,1.7320) | m, = 1.464
i 0.05 2/3 (0.05,1.0564) | mg = 1.1293
,Jr 0.005 293 (0.005,1.0055) | mg = 1.1016
0.0005 | *°°%3 | (0.0005,1.0005) | m, = 1.0989

Como se puede apreciar de la tabla de valores, las pendientes de las tangentes
a las funciones y = 2* y y = 3% se aproximan a 0.69 y 1.10 respectivamente, en la
medida en que nos acercamos a x = 0.

En el paso al limite, estos valores constituyen el valor de la derivada de estas
dos funciones en el punto x = 0. En efecto,

. h_,0
Para a = 2 se tiene f'(0) = Lirr}]% ~ 0.69
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. h_20
Para a = 3 se tiene f'(0) = Lingj% ~ 1.10

Por tanto, debe existir un numero real positivo entre 2 y 3 tal que, si este
numero se toma como base de la funcion exponencial, la pendiente de la tangente a
esa funcién en el punto P(0, 1) es uno. A ese nimero se le representa por la letra e,
denominado asi por el matematico suizo Leonard Euler y por lo que también se le
conoce por el numero de Euler.

De esta forma la grafica de y=e* , se
encuentra entre las graficasde y = 2¥* y y = 3* , como
se muestra en la grafica de la derecha.

ah— R4
El limite f'(x) = }limquue permitio obtener la
-0
expresion f'(x) = (a)' f'(0) = a* para la funcidon
exponencial, conduce a definir a e, precisamente
como el nimero real tal que satisface la igualdad

que ya estudiaste. Se puede utilizar esta expresion para obtener una aproximacion
del nimero e.

Vamos a partir en la siguiente tabla de los valores 2.7 y 2.8, en la que se pueden
completar los datos mediante una calculadora.

h |@Dh-1|@28)""-1
h h
0.1 1.044 1.084
0.01 0.998 1.034
0.001| 0.993 1.030

Ello permite afirmar que el valor de e se encuentra entre 2.7 y 2.8. Un
razonamiento similar si se hace otra tabla para valores entre 2.71y 2.72, lleva a
concluir que e esta entre 2.71 y 2.72, y una tabla con valores entre 2.718 y 2.719
permite afirmar que e estd entre 2.718 y 2.719. Asi, se pueden obtener sucesivamente
cifras decimales para aproximar el nimero e y se tiene

e = 2.718281828........

El nimero e es un numero irracional, como 7, es decir que no se puede
expresar como una razon de dos numeros enteros; o bien, que no puede ser
representado por un nimero decimal exacto o un decimal periédico. Pero también,
como 7, es un numero trascendente, es decir, que no es raiz de ninguna ecuacion
algebraica con coeficientes racionales. El estudio de este comportamiento y del
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calculo de cifras para e fue objeto de atencion por muchos matematicos durante
siglos.

La ventaja de prestar particular atencion a este nimero e esta precisamente
en que de acuerdo con la expresion f'(x) = (a)'- f/(0) = a*, confiere a la funcién
exponencial la importante propiedad de que coincide con su derivada, cuando la
base es e, la que sera de mucha utilidad en lo adelante. Es decir

(e¥)" = e”
Esto significa geométricamente que la pendiente de la recta tangente a la
curva e*, en cualquiera de sus puntos coincide con la ordenada o segunda

coordenada de dicho punto. Vamos a aplicar este resultado al calculo de derivadas
aplicando las reglas ya estudiadas.

Ejemplo formativo 7.2

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

X—2
a) f(x) =xe* b)f@)=e* o f(x) ="
Resolucion
a) f'(x) = (xe*) =e*+xe*=(x+1)e*
b) f'(x) = (exz), =%’ (2x) = 2xe*’
1o~ (e5=2) _ e*(2x)—-(e*-2)(2) _ 2e*(x—1D+4 _ (x—1)e¥+2
Of()=(57) =R s

La derivada de la funcion logaritmica
Has estudiado la funcién derivada para las funciones algebraicas y dentro de

las trascendentes para las trigonométricas y la exponencial. Pudieras comprobar que
. . . . .7 1
ninguna de esas funciones tiene como derivada a la funcionf (x) = = luego puedes

preguntarte si existira una funcion que tenga a f(x) = — como derivada.

Para llegar a ello, vamos a retomar algunos conceptos fundamentales de la
funcién logaritmo que ya has estudiado.

Cuando consideramos la funciéon y = a*, estamos partiendo de que x es la
variable independiente y y es funciéon de x. Pero para un valor de y, podrias
preguntarte ;a qué niimero hay que elevar a, para obtener dicho nimero? Es decir,
estarias considerando a x como funcion de y.

Tal es el caso, por ejemplo, de la situacion inversa a la del ejemplo presentado
al inicio de esta progresion sobre el cultivo de las bacterias, si quisieras conocer al
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cabo de qué tiempo en horas el cultivo llegaria a un numero determinado de
bacterias.

La funcién exponencial y = a*, cona > 0y a # 1, es uno a uno y por lo tanto
tiene funcion inversa, a la cual se le denomina funcién logaritmo.

Es decir, six = a”,cona > 0y a # 1, entonces la funcién logaritmo es la que
hace corresponder a cada nimero real x dado, el niumero y al cual hay que elevar a
a para obtener x. En simbolos

y =log, x, siysélosix =a”,cona>0ya=#1
Por ejemplo log, 81 = 4, ya que 3* = 81y log, 0.25 = —2, pues 27> = 0.25.

La funcion logaritmo, para a > 1, es creciente al igual I
que la funcion exponencial. Para a < 1 es decreciente. Su It

dominio es (0, ) y su rango es R. 41 /
Su gréfica es simétrica a la de y = a* , respecto a la 3
2
1

recta y = x, como se puede apreciar en la grafica de la
derecha, para a > 1. Para a <1, también es simétrica a

y = a*, jrespecto a qué recta? 1.

’,

Todas las graficas de la funcion logaritmo pasan por
el punto P(1,0) pueslog, 1 = 0.

A partir de las propiedades de la funcién exponencial se pueden demostrar
las siguientes propiedades fundamentales de la funcion logaritmo:

1. Logaritmo de un producto 3. Logaritmo de una potencia
log, (x-y) =log,x +log,y log, x™ = nlog, x

2. Logaritmo de un cociente = 4. Logaritmo de una raiz

X 1
log,, <;) = log, x —log,y log, Vx = Eloga X

Demostremos la primera de estas propiedades.

Seanlog, x = X,log, y = Y entonces x = a¥,y = a”. Si aplicamos la propiedad

del producto de potencias se tiene x -y = a* - a¥ = a**?, luego por definicién de

logaritmo log,(x - y) = X + Y = log, x +log, y.

Para obtener la derivada de la funciéon logaritmo obtengamos primero la
derivada en el caso de que a sea el nimero de Euler e. Como ya conoces al logaritmo
de base e, se le denomina logaritmo natural o también logaritmo neperiano, por
haber sido definido por primera vez por el matematico escosés John Napier y se le
denota por las siglas In.
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Sea pues y = In x, es decir e” = x. Nota que para x = ¢, In e = 1. Entonces
por la definicion de derivada

( ) 1 (x + h) 1 (1 + h)

In(x+ h) —Inx n n -

(Inx)" = lim =lim X 7 — lim X
h—0 h—0 h h—0 h

Ahora aplicamos las propiedades de los logaritmos y multiplicamos y
dividimos convenientemente por x en el denominador, ya que x # 0.

(Inx)' = lim = =—-limpn{1+-)=—-lim=In{1+~
h—0 2 x h-ooll X X h-o0h X

X X

M1 1(h)1x(h)

Si aplicamos las propiedades del logaritmo y los limites, asi como que la
funcion logaritmo es continua se cumple

x 3
1 h\h 1 1 1 1
(1nx)'=—-lim[ln(1+—)]=—-ln lim<1+7) =—-lne=-
X h-0 x x h—0 : x x

Para llegar a ese resultado hemos utilizado la expresion estudiada

1
denominada limite fundamental algebraico y que expresa que lhim(l +x)x = e.
-0

De esta forma hemos obtenido una funcién cuya derivada es la funcion
1 .
flx) = = Es decir, parax > 0

(Inx)' = <

Ya se obtuvo que la derivada de la funcion f(x) = x", es también f'(x) =
, cuando n es un numero racional. Vamos ahora a utilizar el resultado anterior
de la derivada de la funcion logaritmo para obtener el mismo resultado cuando se
considera un numero real cualquiera como exponente.

nxn—l

Sea y = x*, de base x positiva y k un niimero real, entonces Iny = In x* =
k Inx y por la definicién de logaritmo y = e*I"*.

Ahora derivamos aplicando la regla de la cadena y obtenemos

k k k
"= (ekInx)r — pkinx . (] ' — ,klnx (_) — (_) vy — (_) cxk = kxk-1
y' = (eM) =e (klnx)' =e 2 2) Y =\3) % X

Por tanto (x*)' = kx*~1para k un niimero real cualquiera y base positiva.

De igual manera se obtiene la derivada de la funcion exponencial de base a >
0, a partir de la obtenida para la base ¢, como hacemos a continuacion.
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Ejemplo formativo 7.3

1. Demuestra que (a*)' = (Ina)a*.

Demostracion

Sea y = a*, entonces In y = In a* = xIn a, de donde a* = e*" %,

Aplicando la regla de la cadena, se obtiene (a¥)' = [e*In®]' = g*Ina . |p q.

Si ahora sustituyes eXIn@ obtienes (a*)' = a*-lna

Y por tanto (a*)' = (In a)a*.

Para el caso en que la base a = e, entonces (e*)' = e”*.

Andlogamente se puede obtener, aplicando la regla de la cadena, que si a es
un numero positivo y u(x) derivable, entonces

(a*®@)' = (Ina)a*™ - u'(x)

Finalmente, para obtener la derivada de la funcion logaritmo cuando la base
es un numero positivo a # 1, obtenemos primero la relacion entre el logaritmo de
base a y el logaritmo natural.

Siy =log, x, entonces a” = x. Se tiene

Inx

] . o
Ina” =ylna =1Inx,dedonde y = ﬁ Si sustituimos y entonces log,, x = na

Esta tultima expresion muestra que basta trabajar con el logaritmo natural o
de base e, ya que cualquier logaritmo en otra base a se transforma en el de base e

multiplicando por el factor ﬁ

En particular si x = e, se tiene que log_e = !
p v q 8. = Ina’

Utilizando esa expresion vamos a obtener la derivada de log,, x.

( ) - (lnx)' 1 (Inx)' = 1 1 1  logge
%X} “\Ina) “ma " Thha x (na)x  x
De esta manera
1 log e
1 v: — a
(ogax) (Ina)x X

Si en la expresion anterior se considera la funcion compuesta
log, u(x) aplicando la regla de la cadena se obtiene
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loggae o u'(x)
u(x) W) = (In a)u(x)

[logq u(x)]" =

Resumiendo, las reglas mas importantes estudiadas para la derivada de las
funciones exponencial y logaritmica, son:

(e*)' =e* (@®)' = (na) - a* (au(x))' = (Ina)a*™ - u'(x)

gl v 1 _ logge 1 _ logge _ u()
(Inx)' = o (loggx)' = G [logau(x)] = u@ ( ) ~ nou@)

Evaluacion formativa 7.1
1. Halla la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = Yx +x7° b) h(x) = e ¢) g(x) =¥ 3

d) f(x) = In(x® + 2x) e)y =e*-In(x + 1) f)y = tan(Vx + e%)

X4 x+3 . 1-2x

By = hy=tog,(575)  0y=(5)
2. Halla la segunda derivada de las siguientes funciones.

a) g(x) = e*Inx? b) h(x) = In(x? + 1)

3.Si f(x) = xe”*, calcula su derivada hasta el orden 3.

4. 5i s(t) = In(3t + 4) representa la funcién posicion de una particula que se mueve
sobre una recta horizontal, encuentra la posicion, velocidad, rapidez y aceleracion
de la particula en el instante t = 2 segundos.
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PA 8. Analisis y representacion grafica de funciones
Evaltia el comportamiento de funciones utilizando derivadas, sintetizando
informacion sobre monotonia, extremos, concavidad y puntos de inflexién para
construir representaciones graficas.

E d
Metas de aprendizaje ML PIOCeso e piieno  Sobresaliente
logro
M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al aplicar A
procedimientos  algoritmicos  propios  del ¢
pensamiento matematico en la resolucién de
problematicas tedricas y de su contexto. H
M3-C2 Compara hechos, opiniones o afirmaciones A
para organizarlos en formas légicas tutiles en la c
solucion de problemas y explicacion de situaciones
y fendmenos. H
M1-C4 Describe situaciones o fenémenos '
empleando rigurosamente el lenguaje matematicoy C
el lenguaje natural. £
Evaluacion diagndstica 8.1
1. Sif(x) = xe*, entonces:
a) f/(0)=1 b)ff(0)=e ) f(0)=2
2. Laderivada de la funcién f(x) = vé6x + 1 es:
3 6 6
) T b) o )~ Ve

3. Lasegunda derivada de la funcién f(x) = 2x3 + 4x? + 6x + 6, es:
a) f"(x)=6x*+8x+6
b) f“(x) =12x+8
o) f“(x) =12x?%+ 8x
d) f‘(x)=12x*>+4x+6

Seguramente has obtenido la representacion grafica de funciones utilizando algin
graficador y a partir de ella obtienes determinada informacion sobre las
caracteristicas de la funcion. Si bien es cierto que la representacion grafica
proporciona una vision del comportamiento de una funcién dada, no siempre se
obtienen, graficamente, con el nivel de precision que se puedan necesitar, datos
exactos que un célculo analitico puede proporcionar.

Por ejemplo, obtén con un graficador la representacion de la funcion
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f(x) = x* Si observas solamente su grafico pudieras pensar que dicha funcién "toca"
el eje x, en muchos puntos, independientemente de lo mucho que amplies la escala
en los ejes coordenados. Si sucesivamente reduces la escala, se distorsiona la
representacion grafica al punto de parecer dos rectas.

El concepto de derivada y sus propiedades proporcionan muchas
posibilidades de obtener informacion precisa sobre el comportamiento de las
funciones y su aplicacion a la solucion de problemas en diferentes campos. Para ello,
es importante hacer el andlisis de funciones y de las graficas que las representan,
a partir de estudiar propiedades que se obtienen de sus derivadas, siempre que
existan.

Relacion de 1a monotonia de las funciones en un intervalo con su derivada

En las UAC Pensamiento Matematico II y III estudiaste los conceptos de funcion
creciente y decreciente. Decimos que una funcion continua f(x) en un intervalo
I e R es creciente en ese intervalo (en sentido estricto) si para todo x; y x;
pertenecientes a I, con x; < x,, se cumple f(x1) < f(x3).

Andlogamente, se dice que una funcién continua f(x) en un intervalo I es
decreciente en ese intervalo (en sentido estricto) si para todo x;y x, pertenecientes a
I, con x; < x,, se cumple f(x;) > f(x;). Si para x; < x;, se cumple f(x;) < f(x3) (o
bien, f(x1) = f(x3)), se dice no decreciente (no creciente).

Buscaremos ahora, si existe relacion entre el comportamiento de la derivada
de una funcién en un intervalo y el cardcter creciente o decreciente de la funcién en

dicho intervalo; para ello, vamos a utilizar la grafica de la funcién f(x) = xz—z y la de

su derivada que es f'(x) = x.

VA 7y /o . .

* - JIX,) En la grafica de la izquierda, se observa la

3 - . .7 7 xz
X\ 1/x) y=x representacion tanto de la parabola y = =

L% 3

20N M) 4 como de la recta y = x. Esta recta no es
) tangente a ningtin punto de la parabola, sino
que representa el valor de todas las

=y

o] pendientes de las rectas tangentes a cada
R T punto de la parabola.

-
-+

Para x > 0 todas las pendientes de las rectas tangentes a la parabola son
positivas y la funcion es creciente. Para x < 0 todas las pendientes de las rectas
tangentes a la parabola son negativas y la funcion es decreciente.
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Observa que la derivada es igual a cero para x = 0 y este es el punto en que
cambia la monotonia de la funcién de decreciente a creciente, en la medida que
recorremos el eje de las x de los valores negativos a los positivos de x.

Ejemplo formativo 8.1

1. Dada la funcién f(x) = x° analicemos el comportamiento de esta funcién en
relacion con el signo de su derivada y para ello utilicemos su representacion grafica.

Resolucion

En la grafica de la derecha, puedes observar el

—>

comportamiento de esta funcion en relacion con Siciaa
el signo de su derivada.
La derivada de f(x) = x® es f'(x) = 3x2.

La pardbola y = 3x* representa la derivada de

o W L
N R .
t —t

e

y = x°, respecto a su comportamiento. s 4 3 D =4

3 12345
Para x > 0, f'(x) = 3x? > 0y la funcién i
f(x) = x? es creciente. | :
Parax <0, f'(x) = 3x*> > 0y la funcién il
f(x) = x> también es creciente. ¢y -5 |

De los analisis realizados en los dos casos anteriores se llega a un resultado
mas general, que expresa lo siguiente:

Criterio de la primera derivada
Sea f(x) derivable en un intervalo I ¢ R. Para todo x perteneciente a I:
a) Si f'(x) > 0 entonces f(x) es creciente en el intervalo I.

b) Si f'(x) < 0 entonces f(x) es decreciente en el intervalo /.

Ejemplo formativo 8.2

1. Sea f(x) = sen x. Analiza su monotonia.
Resolucion

Si f(x) = sen x entonces f’(x) = cos x.

e Para 0 < x < m/2, la funcidn derivada f'(x) = cosx > 0 y consecuentemente la
funcion f(x) = sen x es creciente en ese intervalo.

e Paran/2 <x < 3m/2, la funcién derivada f'(x) = cosx <0y f(x) =senx es
decreciente en ese intervalo.
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e Para3m/2<x<m f'(x)=cosx>0 y f(x)=senx es creciente en ese
intervalo.

Utiliza, por ejemplo, la aplicacion Desmos para obtener las graficas de la funcion
f(x) =senx y de su derivada f'(x) =cosx y comprueba las afirmaciones
anteriores. Analiza qué ocurre con estas funciones en los puntos 0, /2, 3m/2 y .

Extremos locales y globales de una funcion

En la vida cotidiana existen muchas referencias a expresiones relacionadas con
valores maximos o minimos en determinadas situaciones. Por ejemplo, la maxima
temperatura en que puede estar almacenado un cierto medicamento, como lograr el
rendimiento maximo de un cultivo en una determinada superficie con un minimo
de fertilizantes, cudl es el maximo de ganancias que se puede obtener en una
inversion o calcular el minimo de materiales necesarios para que una construccion
cumpla los pardmetros requeridos.

Todas esas situaciones frecuentemente pueden describirse matematicamente
a través de funciones, y se trata entonces de estudiar como calcular para dichas
funciones, los valores maximos o minimos que pueden alcanzar.

7 Gréficamente se puede apreciar en la grafica de la
T / izquierda, por ejemplo, que la funcién y = x* sobre
T fr=a el intervalo abierto (—1,2) tiene un valor minimo

/ en x =0, que es y(0) =0 y no tiene un valor

maximo, puesto que el intervalo es abierto.

De esta forma, podemos precisar los conceptos de maximo y minimo de una
funcion:

Sea f(x) una funcion numeérica y consideremos cualquier intervalo I incluido en su
dominio, en particular el propio dominio de f(x), asi como un punto ¢ perteneciente a
I. Entonces

a) f(c) es un maximo absoluto de f en I, si f(c) = f(x) para todo x perteneciente a .

b) f(c) es un minimo absoluto de f en I, si f(c) < f(x) para todo x perteneciente a I.
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Sin embargo, no se puede afirmar que todas las funciones alcanzan valores
maximos o minimos.

Por ejemplo, la funcién f(x) = x°, como se
observa en la grafica de la derecha, no tiene ningtin
minimo o maximo, cuando la consideramos sobre
todo su dominio, el conjunto de los nameros reales.

Pero si restringimos su dominio a un
intervalo semiabierto, por ejemplo, I = (—3,0], la
funcién tiene un maximo en x = 0, que es 0, pero
no tiene un minimo.

Ejemplo formativo 8.3

1. Identifica en las graficas de la derecha los maximos y /
los minimos si existen. T /

Resolucion

a) La funciéon y = x? sobre el intervalo cerrado . :\
1

[SS R o
=

[—1, 2] tiene un minimo en 0 que es y(0) =0 y un

maximo en x = 2 que es y(2) = 4, como se aprecia en
la grafica de la derecha.

34

b) La funcion

2

1 1 24 e
- = 1 — 2 1/2
:{<x 2)+, 4<x< ,x#+=1/ i
Y _1 14°
\ ’ XT3 |

representada en la grafica de la derecha, es
una funcion discontinua y no tiene maximo,
ni minimo.

Como puedes apreciar en los ejemplos anteriores, algunas funciones tienen
valores extremos, pero otras no, en dependencia del tipo de intervalo que se
considere y del tipo de funcion. Si la funcion es continua, ello garantiza que recorra
sin interrupcion todos los puntos P(x, f (x)), que se correspondan con el dominio de
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f. En particular, si se trata de un intervalo cerrado I = [a, b], la funcién alcanza todos
los valores para las x pertenecientes a I, incluyendo a y b.

Por tanto, podemos enunciar la siguiente propiedad:

Si f(x) es continua sobre un intervalo cerrado I = [a, b], entonces f(x) tiene un

valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto sobre dicho intervalo.

Es decir, existe un punto c¢; perteneciente al intervalo [a,b],tal que
f(c1) = f(x) para toda x del intervalo [a, b] y es un maximo absoluto, asi como un
punto ¢, perteneciente al intervalo [a,b], tal que f(c;) < f(x) para toda x del
intervalo [a, b] y es un minimo absoluto.

Ejemplo formativo 8.4

v 4 (2.2)
1. Identifica en la grafica de la derecha los
maximos y los minimos si existen. T
Resolucion «t— >
v
En la grafica de la derecha se muestra la funcién T(1.-0.5)
2x3 — 3x? T
fX)= ————,—-1<x<2
2 (L2957

Para x = 2 esta funcion tiene el valor maximo
absoluto f(2) = 2 y minimo absoluto en x = —1, con f(—1) = —2.5.

Si se considera el intervalo abierto (—1,2) no tendria ni maximo ni minimo. Si se
considera el intervalo semiabierto tendria uno de los valores extremos maximo o

minimo segun sea abiertoenx = —10x = 2.

Si observas con atencion nuevamente la grafica del Ejemplo formativo 9.4,
puedes apreciar que en la grafica hay otros puntos que llaman la atencion. En efecto,
si analizamos un intervalo reducido mas proximo al punto P (0, 0), entonces en ese
punto hay un maximo, que es f(x) = 0 y en un intervalo préximo a P(1,0) hay un
minimo, que es f(1) = —0.5.
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Lo anterior lleva a definir el concepto de extremos locales o relativos, de una
funcion que son aquellos puntos donde la funcion alcanza un valor maximo o
minimo dentro de un intervalo especifico. Una funcion puede tener varios maximos
o minimos locales.

f(c) se llama maximo local o relativo, si existe un intervalo abierto I que contiene a
c, enel que f(c) = f(x) para todo x perteneciente a /.

f(c) se llama minimo local o relativo si existe un intervalo abierto I que contiene
ac,enel que f(c) < f(x), para todo x perteneciente a I.

Hasta aqui hemos analizado condiciones sobre la existencia o no de extremos
absolutos o locales en un intervalo dado, pero aun falta un procedimiento para
calcular, si los tiene, los extremos de una funcion, y es la derivada, cuando existe, la
que lo proporciona.

Al finalizar el Ejemplo formativo 9.2 se te pedia comprobar graficamente,
utilizando Desmos, que, por ejemplo, previo al valor x =m/2 la funcion
f(x) = sen x es creciente mientras que su derivada f'(x) = cos x es positiva y que,
posterior al punto x = m/2 la f(x) = sen x es decreciente mientras que su derivada
f'(x) = cos x es negativa, como se observa en la siguiente grafica.

En la gréafica de la izquierda,
puedes observar cémo en el valor
x=mn/2, donde la funciébn y =senx
alcanza un maximo y el valor de su

derivada y = cos x en ese punto corta al

T eje x, es decir vale cero. Graficamente eso
‘r L - : L4 . . e
también significa que la recta tangente en

ese punto es paralela al eje x, ya que la pendiente en ese punto es cero.

El anélisis de este ejemplo nos lleva a enunciar el llamado Teorema de Fermat
para maximos y minimos, en alusion a Pierre de Fermat un destacado matematico y
jurista francés del siglo XVII.

Teorema de Fermat

Si f(x) tiene un maximo o minimo local en ¢ y f'(c) existe, entonces f'(c) = 0.
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La demostracion de este teorema se realiza aplicando los conceptos de los
limites unilaterales y puedes encontrarla en el siguiente codigo QR 8.1.

Esta propiedad asegura que, si en un punto hay un extremo
local, entonces en ese punto la derivada se anula, es decir, es una
condicion necesaria, pero no es suficiente, lo que significa que, si la
derivada se anula en un punto, entonces no obligatoriamente hay un
extremo local en él, como es el caso de la funcién f(x) = x3cuya
derivada f(x) = 3x?, se anula en 0 y ya vimos que no tiene

ningl'm valor extremo. QR 8.1. Teorema de Fermat

.. ) , Video de Mate & CBC.
Incluso puede no existir la derivada en ¢, y si haber . .. Parzibyte, 2025.

un valor extremo en ese punto, como en la funcién valor
absoluto de x, f(x) = |x|,en x = 0.

Precisamente estos valores del dominio de una funcion en los que su derivada
se anula o no existe y en ellos hay extremos locales son llamados los niimeros o
valores criticos de la funcién. Es decir, un ntimero c perteneciente al dominio de una
funcién f(x) se llama ntimero critico de f, si f'(¢) = 0 o f'(¢) no existe.

Ejemplo formativo 8.5

1. Determina los extremos locales de la funcién f(x) = —4x3 + 6x% en el intervalo
(—1/2,3/2).

., . 1,2
Resolucion ) (12

2

LIS Y S R B B B B R [

Calcula f'(x) e iguala cero. Asi, obtienes
f'(x) =—-12x*+12x = 0,0bien 12x(—1+x) =0 1

luego los niimeros criticosson x = 0y x = 1.

Observa en la grafica de la derecha, que en x =0 hay NEVINAN VAN
-1/2 " 1 32 x

un minimo local cuyo valor es 0 y en x =1 hay un
maximo local igual a 2.
Ahora, si la misma funcidén f(x) = —4x3 + 6x%, se define sobre el intervalo

cerrado [—1/2,3/2], vamos a determinar si existen los extremos absolutos de f.

Del Ejemplo formativo 9.5, ya sabes que los nimeros criticos sonx = 0y x = 1,
cuyas imagenes son f(0) = 0 y f(1) = 2. Ahora, calcula los valores de f en los
extremos del intervalo: f(—1/2) = 2y f(3/2) = 0. Comparando todos esos valores,
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se concluye que f tiene un maximo absoluto en x = —1/2y x = 2, asi como minimo
absoluto en x = 0 y x = 3/2, lo cual se corresponde con su grafica.

Has visto, resultado del Ejemplo formativo 9.5, que puede haber mas de un
punto en el que se alcance un extremo, y también que los valores extremos pueden
estar o no en los extremos del intervalo.

Para determinar los extremos absolutos de una funcion continua en un
intervalo cerrado, se procede como sigue:

Sea f(x) una funcion continua sobre un intervalo cerrado [a, b].

1. Hallar los valores de f(x) en los puntos extremos del intervalo [a, b].
2. Determinar los valores de f(x) en los nimeros o valores criticos de (a, b).
3. Comparar los valores encontrados. El mayor valor es el maximo absoluto

y el menor es el minimo absoluto.

Ejemplo formativo 8.6

1. Siguiendo el procedimiento anterior halla los valores maximos y minimos
absolutos sobre [0, 2] de la funcién f(x) = —

x2+1°

Resolucion

Paso 1. Valores de f(x) en los extremos del intervalo: f(0) =0 y f(2) =2/5.

. , _(x%+1)-x(2x) _ —x%+1
Paso 2. La derivada de f(x) es f'(x) = i - G
Sif'(x) =0,entoncesx* = 1y x = +1, perox = —1no estd en el dominio de esta

funcidn, es decir en [0, 2], luego evaluamos la funcién solo para x = 1y obtenemos
f() =1/2.

Paso 3. Comparamos los valores obtenidos: f(0) =0, f(2) =2/5y f(1) =1/2,
luego f(x) tiene un minimo absoluto en x = 0 con valor f(0) = 0y tiene un
maximo absolutoen x = 1 con f(1) = 1/2.

Comprueba todo lo anterior haciendo el grafico de f(x), utilizando por ejemplo
Desmos.
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El analisis alrededor de los niimeros criticos de v A .
. maximo local

una funcion, en la que esta tiene derivada, permite frx)=0

. , .7 . . T minimo local
precisar la monotonia de la funcién. Si la derivada i £1(x)=0
en los puntos anteriores a un punto x; de su ~—

dominio es positiva y pasa a negativa en los puntos :

S0 f0 <0 T 1>

0

-+

posteriores a x;, entonces en x; hay un maximo X,

2

Y .

local, como se muestra en la grafica de la derecha.

v
sgn def(x) (1) ) - (+)

De la misma manera si alrededor de un punto x, la derivada pasa de negativa a
positiva, entonces en x, hay un minimo local.

Ejemplo formativo 8.7

1. Dada la funcién f(x) = —x %+ 2x + 3 investiga sobre sus extremos locales y
monotonia.
Resolucion

e Laderivada de la funcidn es f'(x) = —2x + 2 y si se iguala a 0 se tiene x = 1.

e Como f es derivable en todo el eje real y la derivada solo se anula en ese
punto, entonces x = 1 es el tinico valor critico. Veamos qué sucede antes y
después de x = 1.

e Si consideramos ¢ < 1, se cumple siempre que f'(c) > 0, ya sea ¢ negativo o
0 <c<1. Si c>1, entonces la expresion —2c + 2 siempre es negativa y
f'(c) <0.

e Por tanto, la funcion f(x) = —x? + 2x + 3, es creciente para todo x <1y
decreciente para x > 1, por lo que en x =1 tiene un maximo local, que
también es maximo absoluto.

Comprueba haciendo la grafica de la funcion cuadratica f(x).

Cuando se estudia el comportamiento de una funciéon numérica, si
consideramos el punto P(x, f(x)), en ocasiones es importante analizar f cuando se
toma el opuesto de x, es decir —x. Si f(x) y f(—x) son iguales, se dice que se trata
de una funcion par. Si para f (—x), se obtiene —f (x), en ese caso se dice que la funcién
es impar. También existen funciones que no son pares ni impares. Es decir:

Una funcidn f es par si cumple que f(x) = f (—x) en todo su dominio
y es impar si f(—x) = —f (x).

Asi, por ejemplo, son pares las funciones f(x) = |x|, f(x) = x?, f(x) = cosx
y son funciones impares f(x) = x, f(x) = x3, f(x) = senx.
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Ejemplo formativo 8.8

1. Investiga la paridad de las funciones f(x) = x? + 1y f(x) = x3.

Resolucion
y=x2+1 La funcion f(x) = x? + 1 es par, pues y=x3
Vosdy 4 f) =X+ 1= (00 + 1= f(-x) ver vi o,
\oat ) grafica de la izquierda. T/
j: La funcién f(x) = x> es impar, pues | . —
o f(=x) = (=x)% = —x* = — f(x), ver -4 -2 I,.-’rj T 2 4
1T X graficadeladerecha. =1
2 2 |3

Geométricamente si no varia f(x) al cambiar de x a —x, eso significa la
simetria de la grafica de f respecto al eje y, (como se muestra en la grafica de
f(x) = x* 4+ 1). La variacién de f(x) a —f(x) al reemplazar x por —x, significa una
simetria respecto al origen de coordenadas o una simetria de 180° respecto al origen
de coordenadas, lo que se puede apreciar en la grafica de f(x) = x3. Ademas, si una
funcion es par y creciente para x > 0, entonces es decreciente para x < 0, como
puedes apreciar en la grafica de f(x) = x* + 1.

Se cumple que, si una funcién es par, su derivada es una funciéon impar,
siempre que exista la derivada. De forma similar, la derivada de una funcién impar
es una funcion par.

En efecto, si, por ejemplo, una funcion es par y derivable entonces por la regla
dela cadena f'(x) = [f(X)]" = [f(=0)]' = (=1 f'(=x) = = (=)

Asi, por ejemplo, la funciéon f(x) = x* —2x? es par y su derivada
f'(x) = 4x3 —4x, es impar. La derivada de la funcién par, f(x)=cosx es
f'(x) = (cos x)" = — sen x que es impar.

Concavidad y puntos de inflexion

Ya conoces la utilidad de la funciéon derivada de una funcién para analizar su
monotonia, es decir, los intervalos de crecimiento o decrecimiento. Supongamos que
tenemos una funcion derivable f(x)y que por el andlisis de su derivada
encontramos que es creciente entre dos puntos a y b de su dominio. Sin embargo, la
manera en que crece desde a hasta b no se revela por el andlisis de la derivada.
Analicemos los graficos que se muestran a continuacion.
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Entre a y b ambas funciones son crecientes, pero de forma distinta. En el
primer caso, se dice que la funcion es concava hacia arriba o simplemente concava
y en el segundo, concava hacia abajo o convexa.

=27 +2

La grafica de la derecha representa a la funcion ¥4 A

f(x)=(x—-2)*+2. 4+
Esta funcion es convexa para todo x tal que T P2 w]/f
x < 2y es concava para toda x tal que x > 2. - /—'

T+ |/

[ ]
1

En el punto P(2, 2) la funcién cambia de
concavidad; cuando eso ocurre, a ese punto

L)

[ S ———

- -

se le denomina de una forma particular. 1

Punto de inflexion

Dada una funcidn f(x), se dice que la funcion tiene un punto de inflexion en c si es
continua en ¢ y en f(c) cambia el sentido de la concavidad de f(x).

Para precisar la forma en que se comporta una funcién cuando crece desde
un punto a hasta b, vamos a utilizar nuevamente las derivadas. Para ello, en las
siguientes graficas trazamos las rectas tangentes en diferentes puntos y podremos
apreciar cierta diferencia en cada uno de los dos casos.

y fib) Yy
. flb)
ﬂa'y . ( // I
: @)
L (;' f)l XL B , ﬂl' b x
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Si observas con atencion, en la figura de la izquierda las rectas tangentes estan
por debajo de la grafica de la funcidn y en la de la derecha estdn por encima. En el
primer caso esto significa que las pendientes de las rectas tangentes van creciendo, es
decir que la funcién derivada, f'(x), es creciente y por tanto la derivada de la funcién
derivada (segunda derivada de la funcién f) es positiva.

Este razonamiento nos lleva a la siguiente afirmacion: si la segunda derivada
de una funcién f(x) es positiva, entonces f'(x) es creciente, las pendientes de las
rectas tangentes a f (x) crecen, luego las rectas tangentes estan por debajo dela grafica
delafuncion f (x) y decimos que es una funcion cuya representacion grafica crece de
forma concava hacia arriba o simplemente concava.

En el segundo caso, en el que las rectas tangentes estan por encima de la
grafica, significa que las pendientes de las rectas tangentes van decreciendo y la
funcion f'(x) es decreciente y por tanto la derivada de la funcién derivada (segunda
derivada de la funcion f) es negativa. Luego, si la segunda derivada de una funcion
f es negativa, entonces, la derivada f'(x) es decreciente, las rectas tangentes estan
por encima de la gréfica de la funcion f(x) y decimos que es una funcion cuya grafica
crece de forma convexa o también cdncava hacia abajo.

Podemos enunciar, entonces, la siguiente propiedad:

Criterio de la segunda derivada

Sea f(x) una funcion que tiene segunda derivada en un intervalo abierto (a, b).
Si para todo valor ¢ del intervalo (a, b), se cumple que:

a) f"(c) > 0 entonces la funcion f es concava en (a, b).

b) f"(c) < 0 entonces la funcién f es convexa en (a, b).

En el caso que f"(c) = 0, entonces, f puede tener o no un punto de inflexion
en c. Es decir, si P(c,f(c)) es un punto de inflexion entonces se cumple que
f"(c) = 0; pero bajo la condiciéon f''(c) = 0, la funcidon puede tener o no un punto
de inflexion en ¢ como veremos a continuacién con las funciones f(x) =x3 vy
f(x) = x* cuyos graficos se muestran a continuacion.
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Parala funcion  f(x) = x3

A 1y ty=x
se tiene f''(x)=6x; por 64 Il
tanto, es f'(0)=0. En 'I |1 I|
P(0,0) hay un punto de '| 4 |
inflexion. III 1 ||

| |
Para la funcion  f(x) = x* \ 24 |
se tiene f"(x) = 12x?%, por [
tanto, es f”(0)=0. Pero _ 1/
en P(0,0) no hay un punto .2 $ P0.0) 3x

de inflexion, sino un
minimo.

Ejemplo formativo 8.8

1. Sea f(x) = x* — 4x3, analiza si tiene extremos locales y puntos de inflexién.

Resolucion

La funcién f(x) es una funcion polinomial, por lo que tiene derivada de todos
los ordenes.

f'(x) = 4x3 — 12x* = 4x*(x — 3) = 0, luego los nimeros criticos de f son x = 0
yx=3.

f''(x) = 12x* — 24x = 12x(x — 2) = 0 y los posibles puntos de inflexiéon son
x=0yx=2.

Primero, vamos a comparar los signos de la derivada alrededor de los nimeros
criticos.
De acuerdo con la tablaenx = 0

Signo de la no hay un extremo local de la
Valor de x ) .,
derivada funciéon, pero en x=3 la
f'(x) = 4x*(x — 3) derivada pasa de negativo a
x <0 — positivo, por lo que es un punto
0<x<3 — en el que hay un minimo local y
3< x + su valor es

f(3) = (3)* - 4(3)* = =27,
Es decir, hay un minimo en P (3, —27).
Respecto a los puntos de inflexién, como lo que interesa es el signo que tiene la
segunda derivada, se pueden seleccionar numeros especificos para evaluar su
comportamiento en cada intervalo considerado, por ejemplo —1 para x < 0, asi
como 1lpara0 <x <2y4parax> 2.
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Valor de x

x <0

Signo 29 derivada

f"(x)=12x(x — 2)

Comportamiento

I<x<?2

_|_

2 < x

Codncava

Convexa

_|_

1

Codncava

—
—
L
1

pues cambia la concavidad.
| 4+
P(0.0) \

Por tanto, en x = 0 y x = 2 hay puntos de inflexion,

Como f(0)=0 vy f(2)=2*—-4(2%) =-16, los

s puntos de inflexion son P(0,0) y P(2,—16).
\ X

muestra en el grafico de la izquierda.

La segunda derivada, junto a la primera, proporciona una fuerte herramienta
como criterio para determinar los extremos locales de una funcion sobre un intervalo
abierto, ya que, si f(x) es una funcion tal que tiene derivadas f'(x) y f"'(x) en un
intervalo abierto (a, b) y existe un c en (a, b) tal que f'(c) =0y f"(c) < 0, entonces
f tiene un maximo localen ¢, y si f”'(c) > 0, entonces en el punto ¢ hay un minimo.

En sintesis, el signo que tenga la segunda derivada, ", en ¢ determina qué tipo de
extremo local tiene en c.

Podemos resumir lo anterior en un criterio que resulta muy util para
determinar la existencia de extremos locales de una funcién:

Criterio de la segunda derivada para extremos locales

Si f(x) esta definida sobre (a, b) y tiene derivadas f'(x) y f''(x) en un intervalo

(a, b), entonces para un valor ¢ perteneciente al intervalo se cumple que:
[

Si f'(c)=0y f"(c) <0, entonces f(x) tiene un maximo relativo en c.
[ ]

Si f'(c)=0y f"(c) >0, entonces f(x) tiene un minimo relativo en c.

Las desigualdades para f''(c) son estrictas; si la segunda derivada es cero en
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un punto ¢, no se puede sacar ninguna conclusion sobre la existencia de un extremo
local en c. En efecto, sean, por ejemplo, f(x) = x* y g(x) = x*. En ambos casos, tanto
la primera derivada como la segunda se anulan en x = 0, y ya vimos que la funcion
f(x) = x> es creciente sin extremos locales, y que en x =0 tiene un punto de
inflexién, mientras que la funcién g(x) = x* tiene en x = 0 un punto de minimo que
esigual a 0 (ver gréficas de f(x) = x> y g(x) = x*).

Por tanto, para determinar si una funcién tiene extremos locales en un punto
de su dominio, cuentas con dos criterios, el de la primera derivada, que consiste en
determinar los puntos criticos y ver si antes y después en alguno de ellos la primera
derivada cambia de signo; o el de la segunda derivada, que se refiere a analizar qué
signo tiene la segunda derivada al evaluarla en los puntos criticos.

Ejemplo formativo 8.9
1. Analiza del comportamiento de la funcidn f(x) = 2x* — 12x* + 3.
Resolucion

Sea f(x) =2x*—12x*+3 y vamos a analizar su comportamiento en cuanto a
monotonia, extremos locales, concavidad y puntos de inflexion.

Primero. Por ser una funcion polinomial f es derivable sobre todo el eje real.
Segundo. Calcula la derivada de f y se iguala a 0, para buscar los nameros criticos.
f/(x) =8x® — 24x = 8x(x?> — 3) = 8x(x +V3)(x —v3) =0

Por tanto, los nimeros criticos son: x = 0, x =3, x = —V/3.

Tercero. Calcula la segunda derivada de f y se iguala a 0, para buscar los posibles
puntos de inflexion y estudiar la concavidad.

ff(x)=24x? -24=24(x*-1)=24(x+1D(x-1) =0
Los posibles puntos de inflexién son —1 y 1.
Cuarto. Estudia el comportamiento de las derivadas en esos puntos encontrados.

Como la primera derivada tiene tres factores, estudia por partes los signos que se
van obteniendo al considerar valores de x, incluidos en cada uno de los intervalos
que determinan los nimeros criticos. Por ejemplo: —2, —1, 1y 2, respectivamente y
recuerda que lo que se requiere no es el valor que se obtiene, sino el signo final de la
expresion.

Signo de Signo de Signo de f'(x) Comportamiento
Valor de x

8x 8x(x +v3) | 8x(x +V3)(x — V3) de f
e < —/3 - + - decreciente
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—/3<x<0 - - + creciente
0<x</3 + + - decreciente
-\.‘-"§< x + + + creciente

Por tanto, en: x =—v3 hay un minimo local, cuyo valor es f(—V3)=-15
x = 0 hay un minimo local, cuyo valor es f(0) = 3
x = /3 hay un minimo local, cuyo valor es f(/3) = —15

Este resultado también lo podemos obtener aplicando el criterio de la segunda
derivada. En efecto,

f(—V3)=0y f(-V3) =124 [(—\/§)2 - 1] =48 > 0 significa un minimo en
x = —V3.

f(0) =0y f7(0) = 24[(0)? — 1] = 48 < 0 significa un maximo en x = 0.
f(V3)=0yf " (V3) =24 [(\/§)2 — 1] = 48 > 0 significa un minimo en x = V3.

Para estudiar los posibles puntos de inflexion realiza un analisis similar y toma como
valores para determinar los signos, los nimeros —2, 0 y 2 respectivamente y
completar la tabla siguiente:

Signo de Signo de f"'
Valor de x 24(x + 1) 24 (x + D(x — 1) Concavidad
x<—1 - - Céncava
-l1<x<1 + - Convexa
1<x + + Coéncava

En x = =1y x = 1 se tienen los puntos de inflexiéon que son P(—1,—-7) y P(1,7).

(Puedes trazar un esbozo de la grafica de f con la informacién obtenida?

Representacion grafica de funciones

Al inicio de esta progresidn se expresaba la significacion de obtener informacion
sobre las caracteristicas de una funcién y de su representacion grafica a partir de
estudiar sus derivadas, siempre que estas existan.

Retomemos el andlisis inicial de la funcién f(x) = x*, cuya representacion
grafica aparece en la siguiente figura. Como se expresaba, al ampliar o reducir la
escala se distorsiona la imagen como se muestra en la siguiente grafica. El estudio
analitico de dicha funcién a partir de sus derivadas mostré que tiene un minimo
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absoluto en x = 0 y es una funcion céncava.

—
AN
(=]

—100 100 *

En no pocos analisis, es importante lograr una representacion grafica de una
funcién que se obtenga no solo de un graficador, sino, ademas, con la precision que
se puede obtener del calculo analitico basado en sus propiedades. Por ello, vamos a
precisar una estrategia que caracterice los elementos fundamentales del

comportamiento de una funcion, que ya han sido estudiados, y que permitan lograr
su representacion grafica.

Ejemplo formativo 8.10

Ny 4x? . I ‘g
1. Sea la funcién f(x) = ——, - Analiza sus caracteristicas para trazar la grafica que

representa dicha funcion.

Resolucion

Paso 1. Hay que precisar el dominio y rango. El denominador se anula para x = + 2,
por tanto Dy = (—00,2) U (—2,2) U (2, +).

2
Como f(x)=xtx_4=4+x21i4, para x<—2 o x>2, f(x)>4 y para

—2<x< 2, f(x) £0, el rango de la funcién es R = R — (0,4].

Paso 2. Para x = 0 es y = 0 y viceversa; la interseccion con los ejes coordenados es
P(0,0).

Paso 3. f(x) es una funcion par, por tanto, f(x) es simétrica respecto al eje y.

Paso 4. Estudia qué pasa para valores muy grandes, y muy pequenos, de x.
2

. 4x 4 . 4x? 4
lim =-=4y lim =-=4
xX—+00 x2—4 1 X—>—00 x2—4 1

De lo anterior se obtiene que y = 4 es una asintota horizontal de f(x).
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Paso 5. Como los valores x = + 2 anulan el denominador de la funcién f (x), estudia
los limites laterales en esos puntos.

2 2

. 4x2 . 4x . 4x
lim = —oo, lim = —oo, lim = 400
x—>—2%x%-4 x—2~ x2-4 x—2+ x%2-4

. 4x2
lim —— = +oo,
xXx—>—2"X“—4

Por tanto, x = —2 y x = 2 son asintotas verticales de la funcion f(x).

Paso 6. Ahora veamos si f(x) tiene ntimeros criticos.
8x(x* —4) —4x*(2x) 8x®—32x—8x®  —32x
G2 = D)2 G- (20
Si f'(x) = 0 entonces x = 0 es el nico nimero critico. El signo de f'(x) depende

del numerador. Para x < 0, se tiene f'(x) > 0y parax > 0es f'(x) < 0.
Por tanto, como f(0) = 0, f (x) tiene un maximo relativo en P (0, 0).

f(x)=

Paso 7. Calcula ahora si hay posibles puntos de inflexion.
by m32(x? —4)? = (=320)(x* — ) (2x)  (x* — 4)(—32x* + 128 + 128x?)
= G } G
32(3x% +4)
CERE

Como el numerador es siempre positivo, el signo de f"(x) depende del
denominador.

Si—2<x<2es(x?—4)° < 0,luego f''(x) < 0yen (—2,2) la funcién f(x) es
convexa.

Six<—-206x>2,es (x*—4)%>0, luego f"'(x) > 0. Por tanto, en (—o,—2) y
(2, +00) la funcion f(x) es concava.

wfr| e

Con los resultados obtenidos se puede trazar
la representacion grafica de la funcion, la que

se muestra en la grafica de la derecha. En la i
grafica se han destacado las asintotas, tanto J T L
verticales como la horizontal y se puede e e y =

apreciar que, en efecto, es una funcién par. 200 20

2047

Vamos a resumir ahora, los pasos por lo que debes guiarte para el andlisis de una
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funcién y consecuentemente hacer una grafica apropiada de la misma. En sintesis:

1

. Dominio y Rango. En particular, determinar qué valores pueden no ser

admisibles para la variable independiente, en dependencia de la expresion de la
funcioén.

2. Intersecciones con el eje X y el eje Y. Para la interseccion con el eje Y, se hace

x = 0 es decir se calcula f(0) y para la interseccion con el eje X, y = 0 y se resuelve
la ecuacidn. Esto ultimo puede ser dificultoso en dependencia de la expresion de
la funcion, por lo que puede no ser imprescindible.

3. Paridad o simetria de la funcion. Esto permite, en caso de que tenga alguna

simetria, reducir a la mitad el analisis de la funcién.

4. Asintotas. Su anadlisis permite ubicar adecuadamente en el sistema de

coordenadas la curva correspondiente a la funcion estudiada.

5. Extremos relativos o absolutos. Se aplica el criterio de la primera y de la segunda

derivada, lo que lleva a obtener, a partir de los nameros criticos, los maximos y
minimos relativos que posea la funcion.

6. Concavidad. El signo que adopta la segunda derivada antes y después de los

posibles puntos de inflexidn, precisa si es concava o convexa en el intervalo que
se esté valorando.

7. Puntos de inflexién. A partir del andlisis anterior, se determina en qué puntos la

funcion tiene un cambio en la curvatura.

Evaluacion formativa 8. 1

1.

Expresa si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

Afirmacién V/F

El maximo absoluto es el menor de los maximos locales o relativos.

Los valores que hacen 0 la primera derivada se les llama ntimeros criticos.

Sif'(c) =0y f"(c) <0, la funcion f tiene un minimo en c.

En un punto de inflexiéon cambia el sentido de concavidad de una funcién.

Si la segunda derivada se anula en ¢, entonces c es un punto de inflexion.

L

2. Dada la grafica de la derecha, T

estima en qué puntos la funcion o7
es creciente, decreciente, tiene
extremos relativos, es cdncava o L I

convexa. -10 + 10




3. Dadas las siguientes funciones, trazar un esbozo de la grafica correspondiente a
partir del estudio de su comportamiento, siguiendo los pasos estudiados.

a)y= —x3—x?+2 b)y= x*-3x Qy=x"—2x?
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